Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

6.1 Einfahrung

Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeitslehre und Primzahlen (vgl. Ka-
pitel 7), das sind Stichworte, die den meisten Studierenden des Lehramtes
fur die Primarstufe viel Kopfzerbrechen bereiten, viel zu schwer und oben-
drein auch noch sinnlos fir den spateren Beruf ...

Wenn man jedoch einmal von der leider weit verbreiteten Meinung Abschied
nimmt, in der Grundschule wirden nur die vier Grundrechenarten gelehrt
(quasi die Standardrechenverfahren der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division als Krone der 4 Jahre Mathematik) und sich mit den eigentli-
chen Aufgaben und Inhalten des Mathematikunterrichts in der Primarstufe
beschaftigt, so sto3t man bald auf eine Vielzahl von Fahigkeiten, die im Ma-
thematikunterricht der Grundschule gefdrdert werden kénnen und sollen.

Wichtig ist hierbei die Unterscheidung zwischen Struktur- und Anwendungs-
orientierung:

Zum einen ist es Aufgabe des Mathematikunterrichts,_dal® Kinder ,elementa-
re mathematische Fertigkeiten verstandig erwerben™=und ,Grundkenntnisse
Uber Zahlen, Formen und Gro3en gewinnen® unter Betonung des ,Regel-
haften, Gesetzmafigen und Formelhaften (Strukturorientierung des Unter-
richts).

Zum anderen - und das wird haufig tbersehen - sollen Kinder im Mathema-
tikunterricht ,Fahigkeiten zur Losung mathematischer Probleme* entwickeln,
so dal3 ,Ausschnitte der Lebenswirklichkeit aufgearbeitet werden kénnen*
(Anwendungsorientierung des Unterrichts).

Der Mathematikunterricht soll u.a. die Kinder befahigen,

* ,zu mathematisieren” (Sachprobleme in die Mathematik Gibersetzen, diese
mit mathematischen Mitteln 16sen und anschlielBend die gefundene L6-
sung auf das Sachproblem Ubertragen)

e ,ZU argumentieren” (Aussagen begriinden, Behauptungen anzweifeln und
Uberprifen, Widerspriche aufdecken)

» kreativ zu sein“ (GesetzmalRigkeiten und Beziehungen erkennen und nut-
zen, Aufgaben systematisch variieren, eigene Losungswege entwickeln)

Aus diesem Grunde ist es also durchaus sinnvoll, dall angehende
Lehrer(innen) Einblick in die Struktur der Zahlen gewinnen, damit sie in der
Lage sind, Kindern Probleme zu stellen, welche diese in obigen grundlegen-
den Fahigkeiten fordern. In Unterkapitel 6.8 werden Beispiele aus der
Grundschule vorgestellt, deren mathematischer Hintergrund durchaus kom-
plex ist. Je mehr Einblick der/die Lehrer(in) in die jeweiligen Hintergrinde
hat, desto flexibler kann er/sie auf die Schiler(innen) und deren Aussagen
eingehen, desto einsichtiger kann er/sie den Unterrichtsstoff vermitteln und
auf eventuell auftretende Fehler, Mi3- und Unverstandnisse eingehen.

3 Alle Zitaten entstammen den Richtlinien Mathematik fiir die Grundschule in NRW.
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6.2 Vorluberlegungen

6.2 Voruberlegungen

Es ist 2 Uhr mittags, wie spéat ist es in 11 Stunden?

Es ist 7 Uhr. Man Uberlege sich einmal selbst, wie spat es ist, wenn 9, 14,
25, 36, 50 oder 81 Stunden vergehen.

Denkpause
-

Mit dem Uberlegen fertig? Na, dann geht’s los.

Das Rechnen auf der Uhr, das Lesen von Uhrzeiten auf Analoguhren (nur
mit einem Stundenzeiger) unterscheidet sich erheblich von der gewohnten
Addition. Auf einem Zifferblatt mit 12 Strichen ist 2+11 nicht 13 sondern 1
(Uhr), da die 13 auf dem Zifferblatt nicht existiert.

Es ist 7 Uhr und der Zeiger lauft beispielsweise 25 Stundeneinteilungen
weiter. Nach 12 Stunden wére es wieder 7 Uhr, nach weiteren 12 ebenso. Es
sind bis dahin 24 Stunden vergangen, dies bedeutet, dafl3 es nach 25 Stun-
den 8 Uhr ist.

Oder anders: 7+25 = 32, nach 25 Stunden muf3te es also 32 Uhr sein, das ist
naturlich unsinnig.

Was bedeutet nun 32 fur die Analoguhr? Von &Fr 12-Uhr-Stellung mul3 der
Zeiger um 32 Stundeneinteilungen weitergehen™. In 32 ,steckt* 2 mal die 12,
das heil3t der Zeiger dreht zweimal die ganze Runde und kommt dann wie-
der bei der 12 an. 2- 12 sind aber erst 24, zu 32 fehlen noch 8. Der Zeiger
muf3 also von der 12 noch 8 Einteilungen weiterwandern, und dann ist es 8
Uhr.

Es geht bei Uhrzeiten also nicht um die Summe der einzelnen Stunden, ...

7+25 = 32
l
32:12 =2 + (8:12), also bleibt hier der Rest 8

oderanders: 32=2-12+8

... sondern um die Reste,
die bei Division der Summen durch 12 Ubrigbleiben.

Bemerkung:

Die in der Grundschule friher verwendete (und auch heute leider wieder z.T.
ubliche) Schreibweise 32:12 =2 Rest 8 ist formal falsch, da sich an ,Rest 8*
nicht mehr erkennen lai3t, bei welcher Division der Rest entstanden ist und
es daher zu widerspruchlichen Aussagen kommen kann:

Beispiel: 32:12 = 2Rest8 [ 26:9 =2 Rest8
0o 32:12 = 269 (TRANS ,=%)
O 258 = 2% das ist ein Widerspruch!

3 Jede Uhrzeit wird zur 12-Uhr-Stellung in Beziehung gesetzt, die 12-Uhr-Stellung bildet sozusagen
den Ausgangspunkt. Zum Beispiel bedeutet 5 Uhr, daR es fiinf Stunden nach zwdlf ist.
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Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

In der Grundschule wird meist die Schreibweise 32:12 =2 +(8:12) benutzt.
Alternativ ist auch die Schreibweise 32 =2- 12+8 mdglich.

Diese Schreibweise lafi3t sich wie folgt verallgemeinern:

Definition Division mit Rest

Wird a in Abhéngigkeit von b wie folgt dargestellt:
a=qg-b+r mtO<r<b und ab,q,r0INy,b#0,
sonenntmandies Division mit Rest.

Anmerkung: Hierbei gibt g an, wie oft b in a ,reinpal3t®, der Rest, der tbrig-
bleibt, ist r.

Genauso, wie sich natirliche Zahlen mittels Division mit Rest darstellen las-
sen, ist dies auch fir ganze Zahlen a,b méglich:

a lafdt sich bezuglich Division durch b wie folgt schreiben:
a=qg-b+r mit0O<r<[bO
und a,b,q0Z, b #0 und (wichtig!) rdINg , d.h. die Reste sind immer positiv.

Welche Reste lassen nun die im Uhrenbeispiel vorkommenden Zahlen 9, 14,
25, 36, 50, 81 bei Division durch 127?

9 =0-12+9
14=1-12 +2
25=2-12 +1
36 =3-12+0
50=4-12 +2
81=6-12+9

Es fallt auf, daR jeweils 9 und 81, sowie 14 und 50 den gleichen Rest lassen.
Solche Zahlen nennt man restgleich bzgl. der Division durch 12.

Wann lassen nattrliche Zahlen a und b also bei Division durch m den glei-
chen Rest (z.B. 14 und 50 bei Division durch 12)? Offensichtlich dann, wenn
sie sich wie folgt schreiben lassen:

a=0q:i-m +r

b=0g2m +r
Dabei sind die genauen Werte von q; und g hier irrelevant. Wichtig ist ledig-
lich, dal3 derselbe Rest r vorliegt.

Fur ,a und b sind restgleich bzgl. Division durch m* sagt man auch ,a kon-
gruent b modulo m*:

Definition kongruent

Zwei Zahlen a,bZ, die bei Division durch eine Zahl mOIN den gleichen Rest

r lassen, heilen kongruent modulo m.

In Zeichen: a=b(m) < [01,0:0Z, r0Ng: (@=qg1-m+r O b=qgz m+r),
O<r<m
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6.2 Vorluberlegungen

Fur unser Uhrenbeispiel bedeutet das beispielsweise:
9=81(12),14=50(12), 12=36 (12)

Nach 14 Stunden zeigt der Stundenzeiger auf dieselbe Zahl wie nach 50
Stunden, ndmlich 2 Stundeneinteilungen weiter als zuvor.

Anders ausgedruckt:

14 und 50 lassen bei Division durch 12 (eine volle Umdrehung des Stunden-
zeigers) denselben Rest (2).

Weniger naheliegend ist zum Beispiel die Kongruenz 22 =-2 (12) .
(Man beachte a,b0Z!) Fur unser Uhrenbeispiel bedeutet dies:

Wandert der Stundenzeiger um 22 Stundeneinteilungen ,vorwarts* (im Uhr-
zeigersinn), so entspricht dies einem ,Ruckwarts“-Wandern (gegen den Uhr-
zeigersinn) um zwei Stundeneinteilungen: Startet man die Betrachtung je-
weils um 12 Uhr, so steht der Zeiger nach dem Wandern beides Mal auf 10
Uhr.

Anders ausgedruckt:

22 und - 2 lassen denselben Rest bei Division durch 12:

22=1-12+10

-2=-1-12+10 (Man beachte: gOZ (hier: -1), hingegen rIN (hier:10))

An unserem Uhrenbeispiel lal3t sich eine weitere Beobachtung machen:

36 =3-12 +0

Es fallt auf, daf? 36 den Rest 0 aRt, also 12 in die 36 restlos ,reinpal3t* (was
genau daran liegt, daf3 nach 36 Stunden der Stundenzeiger dreimal ,rum* ist,
d.h. auf derselben Zahl - das ist der Rest bei Division durch 12 - wie zuvor
steht).

Fir den interessanten Fall, daR eine Zahl bei Division durch eine andere den
Rest O laf3t, gibt es folgende Schreibweise:

Definition Teilbarkeit in INg

Seien a,bJINg .
Es gilt a teilt b (alb) genau dann, wenn es eine Zahl Ny gibt, so dal3
b=qg-a+0 bzw. a-q=bgilt.

In Zeichen: alb < [MOINg: (a- q=Db)

Jede Teilbarkeitsaussage laf3t sich also mit Hilfe der Definition auf eine Glei-
chung zurickfuhren.

Von der Darstellung von Zahlen mittels Division mit Rest sind wir zu zwei
weiteren zentralen Begriffen der Zahlentheorie gelangt: Kongruenz und Teil-
barkeit.

Entgegen der Reihenfolge, in der wir die Begriffe eingefiihrt haben, werden
wir nun mit der Teilbarkeit beginnen (Unterkapitel 6.3) und mit Hilfe der dort
bewiesenen Satze anschlielend naher auf die Division mit Rest (6.4) und
Kongruenzen (6.5) eingehen.
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Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

6.3 Teilbarkeit

6.3.1 Definition

Betrachten wir nun den Begriff der Teilbarkeit, also den Fall, in dem
bei Division mit Rest der Rest 0 bleibt, ndher.

Zur Erinnerung hier noch mal die Definition:

Definition Teilbarkeit in INg

Seien a,bINo.
Es gilt a teilt b (alb) genau dann, wenn es eine Zahl qUINy gibt, so dal3
a-q=baqilt.

In Zeichen: alb < [OINg: (a- q=hb)

a heiftdann Teiler vonb, bhei3&t Vielfaches von a.

1 und b nennt man triviale Teiler von b, alle anderen Teiler heiRen echte
Teiler von b.

Beispiel: 2[48,da 2-24 =48 (hieristq =24)

@} Man beachte, da mCh etwas vollig anderes als T oder m:n ist.

Die erste Schreibweise ist eine Aussage, wahrend die beiden ande-
ren [ Terme sind (vgl. Kap. 2).

Bemerkung:

Um zu zeigen, dal3 alb gilt, mul® man nicht nur die Existenz einer geeigne-
ten Zahl g zeigen, welche die Gleichung a- q = b erflllt, sondern auch, daf3 g
tatsachlich Element der Menge INpist.

Wenn man z.B. ein Ferienhaus in Danemark mieten

mdchte, geht man in der Regel genauso vor:
Um ein Haus zu mieten, muf3 man nicht nur in einem Kata-
log ein geeignetes Haus auswahlen, welches die eigenen
Anspriche erfillt, sondern man muf3 auRerdem noch ins
“/J Reiseblro laufen und Uberprufen (Uberprifen lassen), ob
das gefundene Haus auch tatséchlich zu der Menge der
N~ noch nicht belegten Hauser gehort. Die Uberpriifung der
"'V letzten Bedingung ist hierbei fur eine erfolgreiche Gestal-

tung des Sommerurlaubes tberaus entscheidend!

Mit Hilfe der vorgestellten Definition a3t sich bei jedem Zahlenpaar (a,b) mit
a,b0INy entscheiden, ob alb oder bla erfillt ist oder nicht. Die Teilbarkeit
halt damit eine Beziehung zwischen Zahlen fest und ist daher eine Rela-
tion (vgl. auch Kap. 8).

Wir sprechen ab jetztvonder Teilbarkeitsrelation.
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6.3 Teilbarkeit

6.3.2 Eigenschaften

Fur die Teilbarkeitsrelation gelten viele schone (haufig sehr naheliegende)
Eigenschaften, die zumeist bewiesen werden, indem man die Teilbarkeits-
aussage mit Hilfe der Definition in eine Gleichung umformt:

Satz 6.1

Folgende Aussagen gelten fiir alle allINp :

(1) 1Ca

(i) ala (Reflexivitat von ,[1)
(iii)E al0

(v O O a=0

Beweis:
(i) - (iii): Die Beweise fuhre der Leser selbst. (Al)

(iv) oa

O O glNo:(0-g=a) (def. ,[¥)

0 a=o0 (Og0INe: (0- g=0))

T

Satz 6.2
Folgende Aussagen gelten fir alle a,b,clJINy :
() alb Obla <« a=b (Identitivitat von ,,Er‘)EI
(i) alb Oblc O alt (Transitivitat von ,[T)
Beweis:

() Zuzeigen:alb OO0 blA - a=b

Bevor der eigentliche Beweis erfolgt kann man diese Aussage dem Leser nicht genug ans
Herz legen; sie ist Grundlage fir eine wichtige Beweisidee in der Zahlentheorie.

Wenn die Gleichheit zweier natlrlicher Zahlen a und b gezeigt werden soll, gentgt es zu
zeigen, dal} sowohl a ein Teiler von b als auch b ein Teiler von a ist. Die Identitivitat liefert
dann die Gleichheit von a und b.

GO )

1.Fall: a=0
0 Olb O blo (in die Vor. eingesetzt)
O b=0 (Satz 6.1)
O a=b

2. Fall: az0
alb 0O bla

% Man mache sich klar, daR n0 nicht dasselbe wie n:0 ist.
3 Strenggenommen wird nur die Hinrichtung (alb O bCa O a =b) als Identitivitat bezeichnet.
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Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

O  [10INo: (a- g1 =b) L J
O0g20INg: (b g2 =a) L (def. ,[1)
Mit dem Einsetzungsverfahren erhalt man:
O O q1,020No: ((a- qu)- g2 =a) (% in & einsetzen)
0 O qu,020No: (a- (g1 g2) =a) (ASS ,- )
O 0O 01,920No: (g1- g2 = 1) (KURZ ,=“bzgl. - “, a£0)
O oq=100=1 (91,G20INo)
Das heil3t also, dal3 q;, g, beide 1 sind.
Setzt man diese Werte fir g; und g, nun in % und # ein, so gilt:
O al=b 0O b-1=a
O a=b
(O ):
a=b 0O alb O bla (Satz 6.1, REFL ,[¥)
T
(ii) alb O bt

O 0O gu0No: (@a-gq,=b) &
00g20INo: (b- g2=c¢) L3 (def. ,[¥)

Zu zeigen: alc

Es geht also um die Existenz eines g mit der Eigenschaft a- q=c.

(Das geeignete Ferienhaus muf3 gefunden werden.)

Woher kann das g nun kommen? Wohl nur aus & und «. Dabei fallt auf, dal3 die
rechte Seite von & genau die erwiinschte rechte Seite ist, ndmlich c. Dagegen ist
die Variable a in der linken Seite von # enthalten, namlich in a- q;.

Um beides in eine Gleichung zu bekommen, setzen wir # in 4 ein.

O 0O g1,020No: ((@-qu)- g2 =c) (# in & eingesetzt)
O 0O g1,020No: (a- (q1- g2)=c) (ASS ,- )

Es wurde also ein geeignetes Ferienhaus gefunden (q:- q,), jetzt mufl noch
Uberpruft werden, ob es noch frei ist.

Es gilt g;- g,0INg, denn das Produkt zweier nattrlicher Zahlen ist wieder eine natr-
liche Zahl (Abgeschlossenheit von INg bzgl. .- ).

U alc (def ,[¥, g1+ 920INg)
T

Satz 6.3
Folgende Aussagen gelten fiir alle a,b,cOINg :
() alb O alb-c
(i) alb Oallc O alb+c
(i) alb Oallc O alm-b+n-c mit m,n0INy beliebig
(iv) allb+c Oalb O alt
(v) alb O a-clb-c
(viij a-cllb-c Oc#z0 0O alb
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6.3 Teilbarkeit

Beweis:

() arb
O 0O gqi0No:(a- g1 =Db) (def. ,[¥)
O O gqi0No:((a- q1)-c=b-c) (Eigenschaft der Gleichheit)
O 0O gi0No:(a- (gi- c) =b-c) (ASS ,- )

Die rechte Seite der Gleichung ist jetzt so, wie man sie gern héatte. Entscheidend ist
nun, ob ;- ¢ aus der Menge IN, (also ein freies Ferienhaus) ist. Da aber das
Produkt zweier natirlicher Zahlen wieder eine natirliche Zahl ist, kann die Frage
bejaht werden (Abgeschlossenheit von INg bzgl. .- ).

O alb-c (def. ,[¥, g;- cOINg)
T
Diese Aussage kann man auch beweisen, ohne auf die ,Ebene der
Gleichungen*® zu gehen:
Es gilt nach Voraussetzung alb und nach Def. [ gilt b[b- c. Mit
TRANS [T laf3t sich daraus dann alb- ¢ folgern.
(halb O alt
O 0O qu,020No: (a-gqp=b 0O a-gz2=c¢) (def. ,[1)
Auf der rechten Seite soll laut Behauptung b+c stehen, also ist es sinnvoll, die bei-
den Gleichungen zu addieren.
O 0O 01,020INp: (- g1+ a-gz2=b+c) (Addition der Gleichungen)
O 0O g1,020INo: (@ (g1 + g2) =b+c¢) (DIST)
Die Summe zweier naturlicher Zahlen ist wieder eine nattrliche Zahl, d.h. q;+g,0Ng
(Abgeschlossenheit von INg bzgl. ,+).
0 alb+c (def. ,[¥, g1+g2 OINp)
T
(i) Der Leser versuche, den Beweis zu dieser Aussage mit Hilfe von (i)
und (ii) selbst zu fuhren. (A2)
(iv) Der Beweis ist in U3 c) gefordert.
(v) alb
O 0O gq0No:(a-g=b) (def. ,[1)
O [MONo: ((a-q)-c=b-c) (Eigenschaft der Gleichheit)
O [ONo: (a-(g-c)=b-c) (ASS ,- )
O [ONo: (a-(c-g)=b-c) (KOM - “)
O [MONo: ((a-c)-q=b-c) (ASS - “)
Bemerkung: Die letzten drei Schritte lassen sich mit der Begriindung ASS ,- “, KOM
»" " ZU einem zusammenfassen.
0 a-clb-c (def. ¥, qOIN)

T
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Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

(vi) Achtung, ganz wichtig: c£0

a-clb-c
O O gqUNo: ((a-c)-g=b-c) (def. ,[¥)
O 0O g0No: ((a-g)-c=b-c) (ASS ,- “, KOM - )
O [ONe:(a-gq=b) (KURZ ,- “ bzgl. ,=*, c20)
O alb (def. ¥, qOIN)
T
C1c1 3 [ IcH %ER’({\%{*,’\IA' e mitra e | | EAMMER ALt
t1c3cC] VERWENDET WERDENZ | | SIEHST, IST SICHER ET-

WAS FALSCH |

© 1981 United Feature Syndicate. Inc.

Satz 6.4

Folgende Aussagen gelten fir alle a,bOINg :
() alb Ob#0 O ac<h

i) b<a Obz0 O alb

Beweis:
(1) alb
0  [0No: (a- g=b) ™y (def. ,[1)

Es gilt sogar qUIN, denn g # 0, da laut Voraussetzung b # 0. (Ware q =0,
ware auch a- q =0 und damitb =0.)

qOIN
U 1<q
0 l-a<qga (MON - “ bzgl. ,<*)
0 a<a (KOM - %)
O acs<hb (@)
T
(i) (indirekter Beweis)
Annahme: alb
O asb ((i), b # 0)
das ist ein Widerspruch zu b < a (wegen TRICH),
d.h. die Annahme ist falsch und damit gilt die Behauptung.
T
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6.3 Teilbarkeit

Die Teilbarkeit kann analog zur Definition der Teilbarkeit in INg auch in Z de-
finiert werden:

Definition Teilbarkeit in Z

Seien n,mZ.

Es gilt m teilt n (mCh) genau dann, wenn es eine Zahl qUZ gibt, so dal3
m- g = n gilt.

In Zeichen: mlCh <« [OZ: (m-qg=n)

Beispiel: =3[®, da (-3)- (-3) =9 und -30Z (hierist q =-3)

Bemerkung:

Auch hier ist wieder eine geeignete Zahl g (ein Ferienhaus in Nordeuro-
pa) zu suchen, und anschlieend ist zu Uberprifen, ob dieses q aus der
Menge Z ist (also ob das Ferienhaus frei ist).

Die Satze (6.1) — (6.4) lassen sich zum Grol3teil auch auf Z Ubertragen, dazu
mussen einige Aussagen abgedndert werden (diese sind fettgedruckt) :

Satz 6.5

Folgende Aussagen gelten fur alle a,b,c0Z.

() 1Ch O ala O a

(i) o O a=0

(i) alb O bA - Dao=0bO

(iv) alb Oblt O alt (Transitivitat von [ in Z)
(v) alb O alb-c

(viy allb O allc O alb+c

(vi) allbo Dallc O alm-b+n-c mit m,n0Z beliebig
(vii) allb O a-clb-c

(ix) a-cllb-c Ocz0 0O alb

(x) alb Ob#0 0O wDan<dbo

Bemerkung:
Die Beweise der Satze in INp lassen sich mit geringen Abwandlungen auf die
Séatze in Z Ubertragen.

Auch wenn dieses Unterkapitel dem/der Leser(in) etwas trocken erscheinen
mag, so sollte er/sie beachten, dal3 die hier vorgeflihrten Beweise als Fund-
grube fur Beweisideen dienen kénnen, da sie Beweisstrukturen enthalten,
die fur den Nachweis von Teilbarkeitsaussagen typisch sind.

Nun erfolgen Betrachtungen lber die allseits beliebten Begriffe ggT und kgV,
die einerseits in der Schule eine wesentliche Rolle spielen (z.B. Bruchrech-
nung) und andererseits zentrale Begriffe in der elementaren Zahlentheorie
sind.
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Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

6.3.3 Der grof3te gemeinsame Teiler (ggT)

Die Klasse 4b der Grundschule Wassermaus mdochte ihre Spielecke mit
(quadratischen) Teppichfliesen auslegen. Die (rechteckige) Spielecke ist
3,2m (320cm) lang und 2,4m (240cm) breit. Im ortsansassigen Baumarkt gibt
es quadratische Teppichfliesen verschiedenster Grof3e (in 1cm-Abstufung).
Die Lehrerin Uberlegt mit ihren Schuler(innen), welche Fliesen geeignet sind.

Was ratst Du der Klasse?

Denkpause
|

Da weder die Lehrerin noch die Schuler(innen) Lust haben, ihre freie Zeit mit
dem Zuschneiden von Fliesen zu verbringen, wahlen sie Fliesen, mit denen
man ohne Zuschneiden die gesamte Spielecke auslegen kann. Offensicht-
lich mul3 dazu die Zahl, welche die Lange der Teppichfliesen in cm angibt,
sowohl restlos in 320 als auch restlos in 240 enthalten sein, damit kein Ver-
schnitt entsteht. Anders ausgedrickt bedeutet dies, dalR diese Zahl sowohl
ein Teiler von 320 als auch von 240 sein muf3.

Um diese Zahl zu finden, scheint es sinnvoll zunéachst alle Teiler von 320 und
240 zu notieren, d.h. die Menge der Teiler dieser Zahlen in aufzahlender
Form anzugeben. Die Menge der Teiler von 320 nennt man dabei Tei-
lermenge von 320 (nicht zu verwechseln mit Teilmenge!), abgekuirzt
mit T(320), die Menge der Teiler von 240 entsprechend T(240):

T(320) ={1,2,4,5,8,10,16,20,32,40,64,80,160,320}
T(240) ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120,240}

Definition Teilermenge

Sei nlIN, dann heif3t lg\e Menge aller positiven Teiler von n die Teiler-
menge vonn (T(n)).

In Zeichen: T(n) = { kCKOIN Okth }

Die von uns gesuchte Zahl, welche die Lange der Teppichfliesen in cm an-
gibt, soll ja sowohl ein Teiler von 320 als auch von 240, also ein
gemeinsamer Teiler von 320 und 240 sein.

Diese Zahl muf3 demnach sowohl in T(320) als auch in T(240) enthalten
sein, d.h. sie mul3 Element der Schnittmenge von T(320) und T(240)
sein:

T(320) ={1,2,4,5,8,10,16,20,32,40,64,80,160,320}
T(240) ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120,240}

Also gilt: T(240) nT(320) = {1,2,4,5,8,10,16,20,40,80}

37 . . . . . . .
Teilermengen sind nie leer, da jede Zahl mindestens 1 und sich selbst als Teiler hat.
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Definition gemeinsamer Teiler

Seien n,m0IN, dann heil3t jedes Element k der Schnittmenge der Teilermen-
genT(n)und T(m) gemeinsamer Teiler vonnundm.

In Zeichen: k ist gemeinsamer Teilervonnund m < kOT(n) nT(m)

Fur die Zahl, welche die Lange der Teppichfliesen in cm angibt, kommt also
jede der Zahlen 1,2,4,5,8,10,16,20,40 und 80 in Frage. Teppichfliesen der
GroRRe 1cmxlcm versprechen allerdings viel Arbeit beim Verlegen, so daf3
die Lehrerin sich mit den Schiler(innen) schnell darauf einigt, méglichst gro-
e Fliesen auszuwahlen, um den Verlegeaufwand tunlichst gering zu halten.
Gesucht ist nun also die gré3te Zahl, die sowohl ein Teiler von 320 als auch
von 240 ist, d.h. der gré3te gemeinsame Teiler der beiden Zahlen. Dies ist
offensichtlich das groR3te Element der Menge der gemeinsamen Teiler
T(320) nT(240).

Das grofRte Element einer Menge nennt man auch das Maximum dieser
Menge. Dies laf3t sich wie folgt definieren:

Definition Maximum

Das Maximum einer Menge M von Zahlen ist das grof3te Element der
Menge.

In Zeichen: max (M)OM O OmOM: (m < max (M))

Beispiele: max ({3,6,9,12})) =12, max(Z )=-1

Der gro3te gemeinsame Teiler ist dementsprechend das Maximum der Men-
ge der gemeinsamen Teiler:

Definition grof3ter gemeinsamer Teiler (ggT)

Seien n,m0IN, dann heifl3t das Maximum der Menge der gemeinsamen Teiler
vonnund mder gr6Rte gemeinsame Teiler (ggT) von nund
m

In.Zeichen: ggT (n,m) = max (T(n) nT(m))

Die von uns gesuchte Zahl, der gréf3te gemeinsame Teiler von 320 und 240,
ist folglich max (T(320) nT(240)) = max ({1,2,4,5,8,10,16,20,40,80}) = 80. Die
schlaue Klasse 4b wahlt demzufolge die Teppichfliesen der plRe
80cmx80cm und verfugt schon bald Gber eine neugestaltete Spielecke.

Der Begriff ggT beinhaltet, dal3 der ggT(n,m) sowohl Teiler von n als auch
von m ist, und dal’ es keinen Teiler von n und m gibt, der gréRer als der
ggT(n,m) ist:

Satz 6.6 (Satz ggT)

Seien n,mIN, dann gilt:
() 9gT(n,m)Ch O ggT(n,m)lin
(i) OtOIN: (tCh OtCm O t<ggT(n,m))

38 . . . . . .
Zur Gestaltung einer Spielecke vgl. Wallrabenstein, Wulf: Das Zelt, unser Kreis und meine Nische.
Von Spielraumen zu Freiraumen. In: Spielzeit. Friedrich Jahresheft XI11, 1995.
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Beweis:

(i) Da ggT(n,m) ein Element der Schnittmenge von T(n) und T(m) ist, folgt die Behauptung
sehr schnell mit der Definition von Schnittmenge.

ggT(n,m) = max (T(n) nT(m))

O ggT(n,m)dT(n) nT(m) (def. Maximum)
O ggT(n,m)dT(n) O ggT(n,m)OT(m) (def. ,n")
O ggT(n,m)On 0O ggT(n,m)Cm (def. Teilermenge)

(i) Da der ggT(n,m) das Maximum der Menge ist, sind aller weiteren Teiler von n und m
kleiner als derselbe.

tCh OtCm
O tOT(n) OtOT(mM) (def. Teilermenge)
O tdT(n)nT(m) (def. ,n")
O t<ggT(n,m) (def. ,9gT")

T

Neben der - recht aufwendigen - Bestimmung des ggT zweier Zahlen Uber
die Bildung der Menge der gemeinsamen Teiler existieren weitere Verfahren,
die sich vor allem bei groReren Zahlen anbieten: der Euklidische Algorithmus
(vgl. Unterkap. 6.6) und die Bestimmung des ggT Uber die Primfaktorzerle-
gungen der zu untersuchenden Zahlen (vgl. Unterkap. 7.6).

6.3.4 Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV)

Der Halleysche Komet kehrt alle 76 Jahre in Sonnennahe zuriick, ein ande-
rer periodischer Komet alle 95 Jahre. Irgendwann ndherten sich beide Ko-
meten gleichzeitig der Sonne. Nach wieviel Jahren kehren beide Kometen
gleichzeitig zurick?

Denkpause
. _____________________________________________________________________________________________|

Offensichtlich ist nach Zahlen gesucht, in denen sowohl 76 als auch 95
restlos enthalten ist, also nach Zahlen, die sowohl ein Vielfaches von 76 als
auch von 95 sind.

Um diese Zahlen zu finden, scheint es sinnvoll (entsprechend der Vorge-
hensweise bei der Bestimmung des ggT in 6.3.3), die Vielfachen von 76 und
95 in aufzéhlender Form anzugeben. Die Menge der Vielfachen von 76
nennt man Vielfachenmenge von 76, abgeklrzt mit V(76), die Men-
ge der Vielfachen von 95 entsprechend V(95):

V(76) = {76, 152, 228, 304, 380, 456, 532, 608, 684, 760, 836, ...}
V(95) = {95, 190, 285, 380, 475, 570, 665, 760, 855, ...}
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Definition Vielfachenmenge

Sei nlIN, dann heil3t die Menge aller positiven Vielfachen von n die Viel-
fachenmenge vonn (V(n)).
In Zeichen: V(n) = {kLKOIN O nCk}

Die von uns gesuchten Zahlen sollen ja sowohl Vielfache von 76 als auch
von 95,also gemeinsame Vielfache von 76 und 95 sein.

Diese Zahlen missen demnach sowohl in V(76) als auch in V(95) enthalten
sein, d.h. sie missen Elemente der Schnittmenge von V(76) und V(95)
sein:

V(76) = {76, 152, 228, 304, 380, 456, 532, 608, 684, 760, 836, ...}
V(95) = {95, 190, 285, 380, 475, 570, 665, 760, 855, ...}
Also gilt: V(76) n V(95) = {380, 760, ...}

Definition gemeinsames Vielfaches

Seien n,mUIN, dann heif3t jedes Element k der Schnittmenge der Vielfa-
chenmengen V(n) und Vim) gemeinsames Vielfaches von n
und m.

In Zeichen: k ist gemeinsames Vielfachesvonnund m « kOV(n) nV(m)

Fur die Zahlen, welche die Anzahl der Jahre bis zum erneuten Erscheinen
beider Kometen angeben, kommen folglich die Zahlen 380 und 760 und
weitere in Betracht. Alle in Frage kommenden Zahlen kdnnen naturlich so
nicht ermittelt werden, da Vielfachenmengen unendlich sind und sie daher
auch nur ausschnittsweise in aufzahlender Form angegeben werden kdnnen.

Nach wieviel Jahren kdonnen wir denn mit dem nachsten gleichzeitigen Er-
scheinen der beiden Kometen rechnen?

Gesucht ist nun also die kleinste Zahl, die sowohl ein Vielfaches von 76 als
auch von 95 ist. Dies ist offenkundig das kleinste Element der Menge der
gemeinsamen Vielfachen (hier: V(76) n V(95)).

Das kleinste Element einer Menge nennt man auch das Minimum dieser
Menge, dieses laldt sich wie folgt definieren:

Definition Minimum

Das Minimum einer Menge M von Zahlen ist das kleinste Element der
Menge.

In Zeichen: min(M)OM O OmOM: (min(M) < m)

Beispiele: min({3,6,9,12,...}) =3, min(IN) =1

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist dementsprechend das Minimum der
Menge der gemeinsamen Vielfachen:
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Definition kleinstes gemeinsames Vielfache (kgV)

Seien n,mIN, dann heil3t das Minimum der Menge der gemeinsamen Viel-
fache von n und m der kleinste gemeinsame Vielfache
(kgV) von n und m.

In Zeichen: kgV (n,m) = min (V(n) n V(m))

Die von uns gesuchte Zahl, das kleinste gemeinsame Vielfache von 76 und
95, ist demzufolge min (V(76) n V(95)) = min ({380, 760, ...}) = 380.

Das nachste Mal kehren die beiden Kometen demnach nach 380 Jahren
gleichzeitig in Sonnennahe zurtick.

Der Begriff kgV beinhaltet, dal3 der kgV(n,m) sowohl Vielfaches von n als
auch von m ist, und dal3 es kein Vielfaches von n und m gibt, das kleiner ist
als das kgV(n,m):

Satz 6.7 (Satz kgV)

Seien n,mIN, dann gilt:
() nlkgV(n,m) O mikgV(n,m)
(i) OKOIN: (ntk O mk O  kgV(n,m) < k)

Dem/der aufmerksamen Leser(in) wird nicht entgangen sein, dal3 dieser Satz
dem Satz ggT auffallend ahnlich ist. Auch der Beweis verlauft vollig analog
und wird deshalb hier nicht durchgefuhrt.

Eine weitere, nur bedingt einsetzbare Methode zur Bestimmung von ggT und
kgV laidt sich fur die im nachsten Abschnitt vorgestellten Diagramme entwik-
keln.

6.3.5 Hasse-Diagramme

Eine anschauliche Méglichkeit, die Teilbarkeitsrelation innerhalb der Teiler-
menge einer natdurlichen Zahl a zu verdeutlichen, bieten die sogenannten
Hasse-Diagramme.

Zunachst ein Beispiel:

T(12)={1,2,3,4,6,12}
12
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Man interpretiert ein solches Diagramm wie folgt:

a teilt b genau dann, wenn man von dem zu a gehdrenden Punkt auf einem
aufsteigenden Weg zu dem zu b gehérenden Punkt gelangen kann;

eine direkte Verbindung zwischen den Punkten der Zahlen a und b gibt es
nur dann, wenn es in der zugrunde liegenden Teilermenge keine Zahl c gibt,
fur die gilt: alt O c[b (denn dann wirde die Verbindung von a nach b Gber
c gehen).

Obigem Diagramm ist also beispielsweise zu entnehmen: 3[6, 3[12, 2[86,
2[4, 2[12, 3[4 [da man nicht auf einem ausschliel3lich aufsteigenden Weg
von 3 zu 4 gelangen kann] usw.

Hasse-Diagramme sind aufRerdem bedingt zur Bestimmung der gemeinsa-
men Teiler und insbesondere des ggT sowie des kgV einsetzbar und eignen
sich gut zur Veranschaulichung der Zusammenhange zwischen diesen Be-
griffen im Unterricht.

Zur weiteren Vertiefung des Umgangs mit Hasse-Diagrammen sei auf U5
verwiesen.

LOSUNGEN der Arbeitsaufgaben dieses Unterkapitels:

Al () SeiallNg beliebig gewahlt.
Q0INo: (1- g =a), namlichq=a
0 1ma (Def. ,01)

bzw. einfacher: Es gilt 1-a=a [0 1[& (Def.,)

(i)  Sei alllNg beliebig gewahlt.
QUINo: (a- g =a), namlichq=1
O ala (Def. ,[¥)

(i) Sei alllNg beliebig gewahlt.
Q0INo: (a- g =0), namlichgq=0
O alD (Def. ,[)

A2 Zuzeigen: alb O allc O alm-b+n-c mit m,n0INg beliebig
Aus al folgt nach Satz 6.3 (i) allb- m, aus alt folgt alt- n (m,nOINy be-
liebig).

Aus diesen beiden Teilbarkeitsaussagen la3t sich nun mit Hilfe von Satz
6.3 (ii) allb- m + c¢- n schlieRen und nach Anwendung des Kommutativ-
gesetzes der Multiplikation folgt dann die Behauptung.

Anmerkung: Ein Beweis Uber die Def. ,[¥ ist auch mdglich (vgl. U4).
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6.4 Division mit Rest
Auf die in Unterkapitel 6.2 eingefihrte Schreibweise der Division mit Rest
soll nun ndher eingegangen werden.

Zur Erinnerung:

Definition Division mit Rest

Wird a in Abhéngigkeit von b wie folgt dargestellt:
a=qg-b+rmit 0<sr<b und ab,q,r0INy,b#0,
sonenntmandies Division mit Rest.

Entscheidend fur die Verwendung der Division mit Rest ist die Tatsache, dal3
solche g und r fir beliebige nattrliche Zahlen a,b (b # 0) existieren, und zwar
- dies ist besonders spannend - eindeutig existieren. Wenn man also zu vor-
gegebenen natirlichen Zahlen a und b ein g und ein r gefunden hat, so kann
man sicher sein, dal3 dies die einzige Mdglichkeit ist, a in Abhangigkeit von b
in obiger Weise darzustellen:

Satz 6.7 (Satz Uber Division mit Rest)

Seien allNg, bOIN.

Dann existieren eindeutig Zahlen q,rCJINo, so daf3 gilt:
a=qg-b+r mit0O<r<b

In Zeichen: DadINy ObOIN: (Ha,rOINg: (@=q-b+r O 0<r<b))

Man tberlege, warum b =0 in der Formulierung des Satzes ausgeschlossen
wurde. (A3)

Beweis:
In dem Beweis ist zweierlei zu zeigen:

1) Es erfolgt ein sogenannter Existenzbeweis, in dem gezeigt wird, dal3 es
zu jedem Zahlenpaar (a,b) auch ein passendes Zahlenpaar (q,r) gibt (mit
0<r<b, weil r sonst kein Rest ist).

2) Es wird gezeigt, dal3 die gefundenen Zahlen g und r auch eindeutig be-
stimmt sind, das heil3t, dal3 es nicht noch ein anderes Zahlenpaar gibt,
das die Bedingungen ebenfalls erfillt.

ad 1):

Beim Beweis verwenden wir die Wohlordnungseigenschaft (Minimalprin-
zip) welches aussagt, dafd es in jeder nicht leeren Menge ein kleinstes Ele-
ment gibt. Alternativ ware beispielsweise auch ein Beweis Uber das Prin-
zip des Archimedes mdglich.

Seien alJINp, blIIN beliebig gewabhilt.
1.Fal. a=0
0 a=0-b+0,

d.h. es existieren q,rINg mit0<r<b (namlichq=0,r=0)
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2. Fall: a>0

Voruberlegungen:

Wir suchen nun auch in diesem Fall ein g (und ein zugehdriges r) mit
a=g-b +r. Dieses g- b ist das gré3te Vielfache von b, das kleiner als (oder
gleich) a ist, da r die Bedingung 0 <r < b erfillen muf3. Daher ist es sinnvaoll,
die Vielfachen von b naher zu betrachten.

Leider steht uns kein Maximalprinzip zur Verfugung, mit dem wir dann das
grofdte Vielfache < a bestimmen kénnten. Immerhin verfigen wir Uber ein
Minimalprinzip.

Wie hilft uns dieses weiter?

Mit dem Minimalprinzip kdnnen wir das kleinste Vielfache von b, das grél3er
als a (oder gleich a) ist, bestimmen (nennen wir dieses m-b). Das
nachstkleinere Vielfache von b ((m-1)- b) ist dann naturlich kleiner als a und
damit das grof3te Vielfache < a.

Der/die Leser(in) mache sich diesen Zusammenhang an folgendem Zahlen-
strahl klar:

(m-1)b mb (m+1)b (m+2)b

Y

Nun zurlick zu unserem Beweis, in dem wir zuerst eine Menge konstruieren,
die alle Faktoren n enthalt, mit denen das Produkt n- b gro3er als a (oder
gleich) ist (z.B. die im Zahlenstrahl aufgefiihrten m, m+1 und m+2 liegen in
dieser Menge):

Sei M = {n0INOn- b > a}

Idee: Zuerst soll gezeigt werden, dal3 M nicht leer ist, damit das Wohlordnungsprinzip
(Minimalprinzip) auch anwendbar ist.

allM,denna-b>a (bOIN)
O Mz@
O OmOIN: (m = min (M)) (WOHLORD, MIIIN)
O [OmOIN: ((m-1)- b < a) (denn: Ann.: (m-1)-b=>a 0 m-10M
das ist ein Widerspruch zu m = min (M), da
m-1<m)
O Om,dON: ((m-1)-b+d=a) g (def. <)
d
: (. : : -
(m-1)b mb (m+1)b (m+2)b
b

Nun ware es schon, wenn d < b gelten wirde (das er gilt erkennt man an obigem
Zahlenstrahl). Denn dann héatten wir ja ein passendes q mit zu-gehérigem r gefunden
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(némlich g =m -1 und r = d). Der Fall d =b wére auch o.k., da sich dann a = m- b ergeben

wirde (also: g =m und r =0). Um diese beiden schdnen Falle zu erhalten, versuchen wir, den
Fall b < d auszuschlie3en:

Annahme: b<d

0O O KkON: (b+k=d) (def. ,<*)

O O KON: ((m=-1)-b+(b+k)=(m-1)-b+d) (Eigenschaft ,=*)
O O KON: ((m=1)-b+(b+k)=a) (9)

O OKON:(m-b-b+b+k=a) (DIST, ASS)

O O KON: (m-b+k=a)

O m-b<a (Def. ,<*, kOIN)

Das ist ein Widerspruch zu mOM, also ist die Annahme falsch und wegen
TRICH gilt: d < b.

d<b 0O d<b Od=b

1.Fall: d=b

O (m-1)b+b=a (9)
O (m-1)+1)-b=a (DIST)
O m-b=a

O a=m-b+0

Also erftillen hier g=m und r =0 die Behauptung.

2.Fall: d<b

Dagilt: a=(m-1)- b+ d (siehe g) und 0<d<b, erfillen g=m-1 und r=d
die Behauptung.

Damit erhalten wir in allen Fallen, dal3 es zu einem beliebigen Zahlenpaar
(a,b) ein passendes Zahlenpaar (qg,r) gibt mit a=q-b+r und 0<r<b.

ad 2): Zu zeigen ist nun, daB die in 1) gefundenen g und r auch eindeutig sind, das heift,
dal? es auBBer diesen nicht noch andere Zahlen gibt, die die Bedingungen des
Satzes erfillen.

Seien alJINp und bJIN gegeben mit

a=qi-b+rp mit0<r;<b, q:,rn0Ng

a=Qgxb+r, mit0O<r,<b, go,rn0Ng

DalR mindestens eine solche Darstellung fur a und b existiert, haben wir eben unter

1) bewiesen. Nun soll gezeigt werden, daf es nur eine Darstellung gibt, es sich al-
so stets um dieselben g und r handelt. Zu zeigenist also: q;=q, und r, =r,.

a=qbrn g g b b
. + = . +
a=0q,b+r, 0O G f1=02 f2

U gi-b=qg2- b+ (r2—r1) ok
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Wenn r; = ry gilt, a3t sich aus = direkt auf die Gleichheit von g; und
g2 schliel3en:

q,b=q, b+(r, -r) E

n=rm O

] ql'b:qu

O gqi=0 (KURZ =" bzgl. ,- “, b#0)

Jetzt ist noch zu zeigen, dal3 r; = r, auch tatsachlich gilt:

(indirekter) Beweis:
Annahme: ry £ 1,

O rn<r, O rn<n (TRICH)
0.B.dA. ri<rn
U r,—rpJIN (def. ,—)
Esgiltt  gi-b=0d2 b+ (r2—r1) ()
U bOqgy- b + (r2 — ry) (def. ,[¥)

Wenn b eine Summe (g, b + (r, — ry)) und den einen Summanden
(gz- b) teilt, dann muf3 b auch den zweiten Summanden (r, —r;) teilen
(vgl. auch Satz 6.3(iv) ):

O bDrz il 1

O bs<smnh-n = (r, - ri0IN, Satz 6.4)
Das kann aber nicht gelten, denn:

Aus der Voraussetzung (0O <) r,<bundri<rpfolgtro—-ri<b

und dazu steht E im Widerspruch (wegen TRICH),

d.h. die Annahme ist falsch (analog ergibt sich ein Widerspruch
fur rp <ry),

alsogiltri=r,.
Insgesamt gilt damitr; =r, und q; = g2 (siehe oben),

d.h. die (formal unterschiedlichen) Darstellungen von a sind
identisch, die Division mit Rest damit eindeutig.

T

Bemerkung:

Die Existenz und die Eindeutigkeit der Division mit Rest lassen sich auch
Uber Vollstandige Induktion ,in einem* zeigen, also ohne die Existenz und die
Eindeutigkeit getrennt zu untersuchen.

LO SUNG der Arbeitsaufgabe dieses Unterkapitels:

b =0 wurde ausgeschlossen, da 0 <r <b mit b =0 nicht mdglich ist.
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6.5 Kongruenzen

6.5.1 Definition und Zusammenhang zur Teilbarkeit

Betrachten wir nun den Begriff der Kongruenz, also den Fall, in dem zwei Zahlen
bei Division den gleichen Rest lassen, naher.

Zur Erinnerung:

Definition kongruent

Zwei Zahlen a,b0Z, die bei Division durch eine Zahl mOIN den gleichen Rest r las-

sen, heiBen kongruent modulo m.

In Zeichen: a=b (m) < [01,0:0Z, r0Ng: (@a=qg1rm+r Ob=qgxm+r), 0<r<
m

Kongruenzen lassen sich also tber Division mit Rest definieren.

Weniger offensichtlich ist der Zusammenhang zwischen der Kongruenz und der
Teilbarkeit. Um diesem auf die Spur zu kommen, wollen wir uns zunéchst wieder
konkreten Beispielen zuwenden:

Der Leser suche einige Zahlen, die bezlglich eines festen Moduls m (z.B. 12) rest-
gleich sind und untersuche die Differenzen dieser restgleichen Zahlen.

Denkpause
|

Wie in Unterkapitel 6.2 (Uhrenbeispiel) herausgestellt, gilt:
9=81(12) und 14 =50 (12).

Man erhalt: 81-9 =72 und fur 72 gilt: 72 =6- 12
50-14 =36 und fir 36 gilt: 36 =3- 12

Weitere Beispiele legen die Vermutung nahe, daf3 die Differenz zweier kongruenter
Zahlen stets ein Vielfaches des Moduls ist:

Satz 6.8 —

Seien a,b0Z, mOIN. a=b(m) < mia-b e

Beweis:

Zuerst einmal ist es wichtig festzuhalten, daR die Aussage eine Aquivalenz (=) beinhaltet. Wir miis-
sen also beide Richtungen zeigen.

0%  a=b(m)
U [ql,qZDZ, I’DlNo: (a =m- Qs +r O b=m- J2 + r) (def.,,E“)

Da wir ja wissen wollen, was es mit a — b auf sich hat, wird die eine Gleichung von der
anderen subtrahiert. Man erhalt:

9 Naturlich gilt auch: a=b(m) <« mib-a (aus mCa-b folgt wegen Satz 6.5 (v) mlb-a).
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20

00 q1,920Z, rONg: (@ =b=(m-qy +r1)— (M- g2 + 1)) (Eigenschaft ,=*)
00 q1,020Z, rINg: (@a—b=m-qgz+r-m-qgz-1) (DIST)

00 g1,0:0Z: (a—-b=m-qy—m- Q)

O [1,0.0Z: (a-b=m- (g1 — q2)) (DIST)

Schon fertig? No6! Jetzt ist (wie bei den Ferienh&ausern) zu Uberlegen, ob die gefun-
dene Zahl (g;—qy) auch eine ganze Zahl ist, das heil3t ob man tatséchlich ein freies Feri-
enhaus ausgesucht hat. Das ist in diesem Fall kein Problem, denn die Differenz zweier
ganzer Zahlen liegt wiederum selbst in Z.

0 ma-b (def. .0, g, - q,02)

Naheliegend ware, beim Beweis der Ruckrichtung mit der Teilbarkeitsaussage mCa-b zu
starten. Unglucklicherweise fuhrt uns dieser Beweisbeginn nicht zu der Aussage a = b (m)
(der/die unglaubige Leser(in) versuche sich an diesem Unterfangen). Daher bleibt uns wenig
anderes ubrig, als auf die Grundlage der beiden hier verwendeten Begriffe Teilbarkeit und
Kongruenzen zuriickzugreifen: auf die immer gern gesehene Division mit Rest:

und b=m-qgo+r, 0 0<r,<m) (Satz6.10)

Zusatzlich kennen wir auch noch die Voraussetzung. Doch bevor diese zum Einsatz
kommt, machen wir uns klar, was wir eigentlich zeigen wollen: a und b sollen kongruent
modulo m sein, missen also gleiche Reste bei Division durch m lassen. Deswegen ist
nun zu zeigen, dafd r; =1, gilt.

Da wir wissen, daR mla — b gilt, bilden wir zuerst a — b:

O a-b =(m-qgi+r)—(M-Qgz2+rp) (Subtr. v. Gleichungen)
O a-b=m-qgi+rn —-m-qz2—-r (Satz 4.4)
O a-b=m- (-0 +(r1-r) © (KOM, DIST)

Nun kommt die Voraussetzung zum Einsatz:
mCa-b (Vor.)
O mim- (g1-02) + (rL—r2) ©)
Wenn m eine Summe und einen der Summanden (mCm- (g; - g.)) teilt, dann mulR m
auch den zweiten Summanden teilen (vgl. auch Satz 6.3(iv) ):
O mlh—-nr (Satz 6.3(iv))
O mlry —r0
Begrindung:
Wenn ry—r, eine positive Zahl (oder Null) ist, ist Ory —r,0=r;—15.
Wenn r; —r, negativ ist, so gilt Or; —r,00=—(r; —r,) (nhach Def. Betrag, Kap.1).
Teilt nun m aber ry -1, , so teilt m auch —(r; —ry) = (1) (r, —r,), denn nach Satz 6.5(v)

gilt, daR auch das (-1)-fache von m geteilt wird.
In beiden Fallen erhalt man also mCir; —r,0.

Betrachten wir nun Or;, — r,l0 genauer;
0<ri<m OO0<rn<m (Vor.)
O 0<Op-rd<m &

Schoén ware, es wirde gelten: 0 = O, —r, 0 (dann folgt direkt die Gleichheit von r, und r,
), dazu muf3te 0 < [r; —r,00 ausgeschlossen werden:
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Annahme: 0 <0 —r0

Es gilt : mIory —rp0 ()

O m<Un—r0d (Satz 6.4(i), Annahme )E|

Das ist wegen TRICH ein Widerspruch zu ! Also gilt: 0 = [ry —rp[k

0=0—-r0

O 0=r1—-r (def. Betrag)

O n=n
r1 und r, sind die Reste von a und b bei Division durch m. Wenn a und b bei Division
durch m denselben Rest lassen, sind sie kongruent modulo m.

0 a=b (m) (def. ="

T

Dieser Satz kann uns im folgendem viel Arbeit ersparen, denn uber die Teilbarkeit
sind bereits viele Satze bekannt. Uber die Kongruenzrelation hingegen, wissen wir
erst wenig.

6.5.2 Eigenschaften

In vielerlei Beziehung ahnelt die Kongruenzrelation der uns vertrauten Gleichheits-
relation. Eine weitere Eigenschaft, die die Kongruenz mit der Gleichung gemein hat,
folgt nun:

Satz 6.9 (,=" ist eine Aquivalenzrelation)

Seien a,b,c0Z, mOIN

() a=am (REFL ="
(i) as=b(m)0d b=a(m) (SYM ,=*
(|||) a=sbh (m) (Ob=c (m) 00 a=sc (m) (TRANS "E“
Beweis:

Wie in Satz 6.8 herausgestellt, kann man Kongruenzen auf Teilbarkeitsaussagen zurlckfihren. Fir
die Teilbarkeitsrelation wurden die entsprechenden Aussagen in Satz 6.5 bewiesen. Daher kann man
sich dies fur den Beweis zunutze machen.

(i) SeiallZ beliebig gewahlt:

a =a(m) ist aquivalent mit der Aussage mla—a (nach Satz 6.8), das heilt, es ist jetzt mCa—a zu
zeigen. a — a ist aber gleich 0 und Satz 6.5 besagt, dal? jede ganze Zahl O teilt, damit ist der Be-
weis fertig. Also jetzt noch einmal formal:

m[D (Satz 6.5)
U mla—-a (0O=a-a)
U a=a (m) (Satz 6.8)

0 . . -
Der Satz |&Rt sich hier anwenden, da in diesem Fall Oy —r,0# 0 .
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(i) Seien a,bdZ beliebig gewahlt mit a =b (m).
Zu zeigen: b =a (m)

Beweis:

a=b(m)
O mCa-b (Satz 6.8)
O m[{-1) (a—b) (Satz 6.5)
O mib-a (DIST)
O b=a((m) (Satz 6.8)

(iif) Seien a,b,c]Z beliebig gewahlt mit a=b (m) O b =c (m).
Zu zeigen: a =c (m)

Beweis:

asb(m) O b=c(m)

Zuerst wird wieder die Umformung in eine Teilbarkeitsaussage vorgenommen.
0 mba-b O mbo-c (Satz 6.8)

Da a und c in einem Term erscheinen sollen (a=c(m) = mlA-c )@, nehmen wir Satz
6.5 zur Hilfe und addieren die Terme (a —b) und (b —c).

O ma-b) + (b-c) (Satz 6.5)
O ma—-c) + (b—b)

U mla-c

O a=c(m) (Satz 6.8)

6.5.3 Rechnen mit Kongruenzen

Nun kénnen wir mit Hilfe von Satz 6.8 all die hibschen Teilbarkeitsaussagen auf
die Kongruenzen loslassen:

Satz 6.10 (Rechenregeln fur Kongruenzen)

Kongruenzen (mit gleichem Modul) kénnen (wie Gleichungen) addiert, subtrahiert,
multipliziert, potenziert und (mit Einschrankung) dividiert werden:

Seien a,b,c,dZ, k,m,ndIN und gelte:a=b (m) O c=d (m)

() a+c=b+d (m)

() a-c=b-d (m)

(i) a-c=b-d (m)

(iv) a=b (m) O a"=b" (m)

m
v) ak=bk (m) O a=b
v) (m) G

)

Hier a3t sich schon erkennen, daR es sich bei vielen Beweisen anbietet, ,rtickwarts* vorzugehen (2 Insel)
bzw. zumindest das Beweisziel gedanklich so umzuformen, da man sieht, wie die Voraussetzungen um-
geformt werden missen, damit das Beweisziel erreicht wird.
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@} Dividieren ist bei Kongruenzen ist also nicht ohne weiteres moglich (vgl. auch

die nach dem Beweis erfolgenden Erlauterungen). Hier missen - im Gegen-
satz zu Gleichungen - Einschrdnkungen gemacht werden. Nur wenn der Mo-
dul und die Zahl, durch die dividiert wird, teilerfremd sind (ggT(k,m) = 1), ist
das Dividieren problemlos moglich. Ist dies nicht der Fall, &ndert sich der Mo-
dul wie in (v) ausgefuhrt.

Wurzelziehen macht gar keinen Sinn.

Beweis:

(i)

asb(m) O c=d(m)

Da wir fur Teilbarkeiten schon einige Aussagen zur Verfigung haben (Unterkapitel 6.3),
formen wir die Kongruenzaussage aus Satz 6.10 mit Hilfe von Satz 6.8 in eine Teilbar-
keitsaussage um.

mfa-b 0 mk-d (Satz 6.8)

Da es in (i) um Summen geht, werden nun die Terme (b —a) und (c — d) addiert.
Dabei ist Satz 6.5 hilfreich.

m{a-b) + (c—d) (Satz 6.5)
m{a+c) - (b+d) (ASS, KOM)

Jetzt ist zu sehen, daR m eine Differenz teilt und es laft sich wunderbar die Riickrich-
tung von Satz 6.8 anwenden.

at+tc = b+d (m) (Satz 6.8)
T

(i) Der Leser Uberlege sich, warum aus (i) mit wenig Aufwand (ii) folgt. (A4)

(iii)
0

I Iy O

asb(m) Oc=d((m)
ma-b 0O mlt-d (Satz 6.8)

Wieder wird sich des Satzes 6.8 bedient. Demnach ist das Beweisziel ac = bc aquivalent
zu mda- ¢) - (b- d).

Es ist jetzt also irgendwie a- ¢ und b- d zu erzeugen. Hilfreich ist hier der Teil (vi) von
Satz 6.5:

m{a-b)-d 0O m{c-d)-a (Satz 6.5 (vi))
mfa-d-b-d O ml-a-da (DIST)

m{ a-d - b- d) +(c-a-d- a) (Satz 6.5 (v))
m{a-d —d-a)+(c-a—b-d) (ASS, KOM)
m{c- a—b- d) (KOM ;)
cas=bd (m) (Satz 6.8)

(iv) ist eine Ubungsaufgabe, die im Ubungsteil den Leser erwartet.

(v) wird nicht bewiesen (fur den Beweis bendtigen wir Teilbarkeitssatze, die uns
hier nicht zur Verfligung stehen)

Dies sind die wichtigsten Rechenregeln fir Kongruenzen. Als Merkregel lassen sich
diese Gesetze am einfachsten mit den Rechenregeln fur Gleichungen (Kap. 1.4)
vergleichen. Abgesehen von den Einschrankungen beim Dividieren kann man mit
Kongruenzen so rechnen, als ob sie Gleichungen wéren.
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Zum Dividieren bei Kongruenzen:

Die Divisionsregel fur Kongruenzen ist eigentlich eine Kirzungsregel, denn es kann
jeweils nur durch diejenige Zahl dividiert werden, die auf beiden Seiten der Kongru-
enz als Faktor enthalten ist:

Aus der Kongruenz 24x = 12 (7) kann beispielsweise der Faktor 12 (oder 2, 3, 4
oder 6) gekurzt werden. Aus der Kongruenz 5x ﬁlZ (7) kann man aber nicht den
Faktor 5 kiirzen - so gerne man es auch mochte.

Wenn Wegkurzen nicht moglich ist, muf3 man einen Umweg gehen:

Um in der Kongruenz 5x =9 (7) den Faktor 5 zu beseitigen, sucht man ein Vielfa-
ches von 5, das bei Division durch 7 den Rest 1 laf3t:

Das 3-fache von 5 ist geeignet, da 15 =1 (7). Jetzt multiplizieren wir unsere Aus-
gangskongruenz mit 3 = 3 (7) und erhalten:

5x =9 (7)
O 5x =2 (7) (9=2 (7), TRANS =)
O 15x =6 (7) (Mult. v. Kongr., 3 =3 (7))
| X =6 (7) (15=1(7) O 15x=x (7), Mult. v. Kongr., TRANS ,=*)
0 X =-1(7) (6 =-1(7), TRANS ="

Alternativ kann man auch ein Vielfaches von 5 suchen, das bei Division durch 7
den Rest -1 Iaf3t. Geeignet ist in diesem Beispiel das 4-fache von 5:

5x =9 (7)
0 5x =2 (7) (9=2(7), TRANS =)
O 20x =8 (7) (Mult.v.Kongr., 4 = 4 (7))
0 x =8 (7) (20=-1(7) O 20x=-x (7), Mult. v. Kongr., TRANS ,=)
0 x=1 (7) (8 =1 (7), TRANS =)
= x =-1(7) (Mult.v.Kongr., -1 = -1 (7))
Allgemein:

Mochte man bei einer Kongruenz der Form a- x = b (m) den Faktor a beseitigen,
um die mdglichen Lésungen flr x zu ermitteln und ein Kiirzen nicht maglich ist, da a
kein Teiler von b ist, sucht man ein Vielfaches von a, das kongruent 1 oder -1 ist.
Dazu geht man ihre Vielfachen der Reihe nach durch.

Hat man das passende Vielfache (n-fache) gefunden, so multipliziert man die Kon-
gruenz mit der Kongruenz n =n (m), die ja wegen REFL ,=* immer gilt.

Man erhalt: n-a-x = n-b (m)
O X = n-b (m) (n-a=1(m) O n-a-x=x(m), TRANS =)
oder: n-a-x=n-b (m)
U -X= n-b (m) (n-ra=-1(m) O n-a-x=-x(m), TRANS =)
O X=-n-b (m) (-1 =-1 (m), Mult.v.Kongr.)

So sind wir das a also losgeworden, ohne zu dividieren. Man kommt demnach auch
ohne einen Divisionssatz aus.

42 Als weiterer Nachteil erweist sich die weiter oben angefiihrte Einschrankung, da Kirzen nur bei teilerfrem-
den Zahlen problemlos méglich ist, da sich sonst der Modul andert. Haufig méchte man aber gerade ver-
meiden, dal3 der Modul verandert wird (da man als Losung eine Kongruenz mit einem bestimmten Modul
bendtigt) und kann somit nicht auf die Divisionsregel zurtickgreifen.
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Das Beseitigen eines Faktors innerhalb einer Kongruenz ist also ziemlich anstren-
gend. Zum Gluck bieten Kongruenzen dafir im Vergleich zu Gleichungen einen
entscheidenden Vorteil:

GrolRRe Zahlen lassen sich stets durch restgleiche kleinere ersetzen. Betrachtet man
Kongruenzen modulo 5, braucht man somit nur mit Zahlen von 0 bis 4 umzugehen.
Beispiel:

74x = 323 (5) lalt sich umformen zu 4x =3 (5)

Nun folgt ein Satz, welcher die Zusammenhdnge zwischen der Kongruenz, der
Teilbarkeitsrelation und der Division mit Rest herausstellt. Wie der Aufbau des Ka-
pitels zeigt, lassen sich mit Hilfe der Division mit Rest die Teilbarkeitsaussage und
die Kongruenz einfihren.

Wichtig ist nun, dald man sich bei zahlentheoretischen Problemstellungen immer
bewul3t ist, dal? sich jede Division mit Rest in eine Teilbarkeitsaussage oder wahl-
weise in eine Kongruenz umformulieren laf3t, weiterhin kann man jede Kongruenz
als Teilbarkeitsaussage oder als Division mit Rest deuten usw.

Der Leser sollte daher in der Lage sein, die folgenden vier Aquivalenzen ((iv) er-
laubt die Umformung in eine Gleichung) flexibel zu benutzen, um so verschiedene
Herangehensweisen an Probleme zu besitzen.

Satz 6.11

Esgilt a=b((m) 0]
< mba-b (i)
s  [,g:0Z: (a=qgrrm+r Ob=germ+r) mitO<r<m (i)
= [XOZ: (a=x-m+b) (iv)

Die Aussage des Satzes laRt sich wie folgt verbalisieren:

Eine Zahl a ist genau dann kongruent zu einer anderen Zahl b modulo m,

« wenn die Differenz der beiden Zahlen (a — b oder b — a) durch den Modul teilbar
ist

+ wenn a und b bei Division durch den Modul denselben Rest lassen

« wenn sich die eine der beiden Zahlen (a) aus der anderen (b) ergibt, indem man
zu der anderen ein ganzzahliges Vielfaches des Moduls addiert.

Bemerkung: Die einzelnen Aquivalenzen ergeben sich wie folgt:
(i) = (ii): Das ist die Aussage von Satz 6.8 .
(i) = (ii): Das folgt aus der Definition der Kongruenz.
(i) = (iv): Das folgt aus der Definition Teilbarkeit.

Aus diesen drei Aquivalenzen lassen sich alle moglichen Aquivalen-
zen herleiten.

LO SUNG der Arbeitsaufgabe dieses Unterkapitels:
A4 n=k (m) 0 -a=-b (m) O n-a=k-b (m)
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6.6 Euklidischer Algorithmus

Uber die Bestimmung der Menge der gemeinsamen Teiler den ggT von
Zahlen wie 320 und 240 zu berechnen (vgl. 6.3.3), ist verh&ltnismalig ein-
fach. Was aber, wenn der ggT groRRerer Zahlen bestimmt werden soll, z.B.
von 18438 und 7350 ?

Euklid (griech. Mathematiker, lehrte um 300 v. Chr. in Alexandria) hatte auch
dafur eine LOsung: @l
den sogenannten Euklidischen Algorithmus™

Gegeben seien a,blIN mit b < a.ﬁ| Ausgehend von diesen beiden Zahlen
fuhrt man nun eine fortgesetzte Division mit Rest durch. Nach Satz tber Di-
vision mit Rest existieren jeweils eindeutige q;,riINo:

a =qQi-b+rp mit0<sn<b

Im nachsten Schritt nimmt man nun b und r; und fihrt wieder eine Divisi-
on mit Rest durch.

b =qgorri+r mitO<srx<rn
Jetzt macht man weiter, indem man statt b und r; nun r; und r, nimmt.
R =qo-f2try mMit0O<rs<r;

rp =(2-rz3+ry Mit0<r<rg

Das Verfahren wird solange fortgefiihrt, bis irgendwann der Rest 0 bleibt.
-1 = On+1- M+ et mMit O < rpa<try
' =0Qn+e2r s+ 0
Der in der zweitletzten Zeile auftretende Rest (rn+1), also der letzte von O ver-

schiedene Rest, ist der ggT der Ausgangszahlen a und b (dies wird im
nachfolgenden Satz festgehalten - und anschlie3end bewiesen).

Fraglich ist, ob auch immer der Rest 0 erscheint. Dies mul3 aber so sein, da
die Reste von Schritt zu Schritt immer kleiner werden. Betrachtet man nam-
lich die Ungleichungen, die sich laut Division mit Rest ergeben, so hat man:

b>ri>rn>n>...>mMn>r =20

Schlimmstenfalls wird der Rest vom vorhergehenden zum nachsten Schritt
nur um 1 kleiner. Da aber b eine feste naturliche Zahl ist, ist irgendwann
Schluf3 (vgl. Ed Wohlordnungsprinzip).

Nach endlich vielen Schritten ist dann tatsachlich der Rest 0 erreicht, dies
passiert in der Zeile: r,=gn+2* M+1+ 0

43 . -
Algorithmus: standardisiertes, nach festen Regeln ablaufendes Rechenverfahren.

a4 b<a stellt keine Einschrankung der Anwendbarkeit des Verfahrens dar, denn falls a=b, gilt
ggT(a,b) =a (bzw. b), falls a<b, vertauscht man a und b, d.h. man nimmt fir a die gréRere Zahl.
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Fuhren wir den Euklidischen Algorithmus einmal an obigem Beispiel durch:

18438 =2- 7350+ 3738
7350 =1- 3738+ 3612
3738=1- 3612+ 126
3612=28- 126+ 84
126=1- 84+ 42
84=2.42+0

Man erhalt somit: ggT(18438,7350) =42 .

Der/die Leser(in) trainiere die Anwendung dieses Verfahrens an U10 a).

Warum in aller Welt soll nun genau 42 der ggT von 18438 und 7350 sein?

Versuchen wir zunéchst zu zeigen, dal3 42 zumindest ein gemeinsamer Tei-
ler von 18438 und 7350 ist:

Aus der letzten Zeile des Euklidischen Algorithmus (E.A.) ergibt sich 42[84.,
es gilt auch 42[#42. Betrachten wir nun die vorletzte Zeile des E.A., dann laf3t
sich erkennen, daf} beide Summanden von 42 geteilt werden und somit wird
auch ihre Summe von 42 geteilt, also: 42[126 .

Da folglich 42 ein Teiler von 126 ist, teilt 42 auch jedes Vielfache von 126,
also auch 28- 126. Da 42 somit 28- 126 und 84 teilt, wird auch deren Summe
3612 von 42 geteilt.

Analog kann man nun schrittweise folgern, daf} auch 3738 (dritte Zeile des
E.A.), 7350 (zweite Zeile) und schlie3lich auch 18438 (erste Zeile) von 42
geteilt werden.

Damit erhélt man also: 427350 und 42[18438, d.h. 42 ist ein gemeinsamer
Teiler von 7350 und 18438.

Nun ist noch zu zeigen, dal3 42 der gréf3te gemeinsame Teiler dieser beiden
Zahlen ist, dal3 also jeder gemeinsamer Teiler von 7350 und 18438 teilt klei-
ner oder gleich 42 ist:

Sei t ein beliebiger gemeinsamer Teiler der beiden Zahlen, dann teilt t so-
wohl 7350 als auch 18438. Dat also 7350 teilt, teilt es auch 2- 7350.
Betrachtet man nun zuerst die erste Zeile des E.A., ist ersichtlich, dal3 damit
die Summe und der erste Summand von m geteilt werden. Dann (vgl. Satz
6.3 (iv)) wird auch der zweite Summand (hier: 3738) von t geteilt. Wird 7350
und 1- 3738 von t geteilt, dann auch 3612 usw.

Man erhéalt schliel3lich, dal3 t{42 gilt. Daraus folgt nach Satz 6.4: t < 42,
d.h. jeder gemeinsame Teiler von 18438 und 7350 (t beliebig!) ist kleiner
oder gleich 42, d.h. 42 ist der gr63te gemeinsame Teiler.

Die Allgemeinglltigkeit dieses Verfahrens soll nun bewiesen werden:

Satz 6.12

Seien a,bOIN und sei ry+1 der letzte von O verschiedene Rest beim Euklidi-
schen Algorithmus. Dann gilt: ggT(a,b) = rps1 .

174




6.6 Euklidischer Algorithmus

Beweis:

Im Beweis kdnnen die in obigem Beispiel durchgefiihrten Uberlegungen verwendet werden,
der formale Beweis verlauft prinzipiell analog.

Der Beweis orientiert sich (wie die Uberlegungen am Beispiel) an den einzelnen Zeilen des
Euklidischen Algorithmus, so dal3 die fir den Beweis relevanten Zeilen des Algorithmus hier
noch einmal angefiihrt seien:

a =qQi-b+n mit0<n<b
b =qgori+r; mit0 <r,<r;
M-2 =Qn: Mm-1+ N mit 0 <r,<rp-

-1 =0On+1s M+ Mer MIit 0 < rpaa<ry
M =Cn+2: M1+ 0

Zuerst soll gezeigt werden, dal r,.; ein gemeinsamer Teiler von a und b ist:

Aus der letzten Zeile des E.A. folgt mit Def. ,[F: rp[ty .

Wegen REFL [ gilt auRerdem: rp.1[tne1 .

Nach Satz 6.3 (iii) gilt dann auch: rn100gn+1 n+ Mst,

aus der vorletzten Zeile des E.A. ergibt sich damit: rp+10rn—; .

Analog laBt sich zeigen, daf r,.10rn—, gilt und daf r,.1; mit entsprechender
Argumentation jeden Rest, der in den dartberstehenden Zeilen auftaucht,
teilt.

Schlie3lich ergibt sich: ry+10r2 und rp10rq , daraus folgt: rp+1Cb (zweite Zeile
des E.A.) und damit erhalt man: ry.;[Ja (erste Zeile des E.A.).

Folglich ist r,+1 ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Ist r,+; auch der gréRte gemeinsame Teiler?

Sei kOOT(a) nT(b) beliebig 0 k& O kb

kb O kb (Satz 6.3 (ii))

ke 0O kOgi- b O k(i (6.3 (iv), erste Zeile des E.A))

k(t; O kOgz- 1 (Satz 6.3 (i)

kib 0O KkOge-rp O Kk, (6.3 (iv), zweite Zeile des E.A.)

kljn |:| kl:qn+l' rn (SatZ 6.3 (||))

K(th-1 O KCOn+1- rm O KOs (6.3 (iv), vorletzte Zeile des E.A.)
O kK< (Satz 6.4 (i), ry+1 #0 nach Vor.)
0 k<ggT(ab) (def. ,ggT*)

Alle gemeinsamen Teiler von a und b sind somit kleiner als rn+1, also ist rps
der ggT(a,b).

Der letzte Beweisteil fihrt uns netterweise auf eine wesentliche Eigenschaft
des ggT: Jeder gemeinsame Teiler zweier Zahlen teilt den ggT dieser Zah-
len:
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Satz 6.13

Seien a,blIN, dann sind alle gemeinsamen Teiler von a und b auch Teiler
des ggT(a,b).

In Zeichen: OtOIN: (tCa Ottb O tOggT(a,b))

Beweis:
Sei tOIN beliebig mit tCa Otlb
tth O tyb (Satz 6.3 (ii))
tth O thgy-b 0Ot (6.3 (iv), erste Zeile des E.A.)
tty O thge'np (Satz 6.3 (i)
ttb O thgerrn O thh (6.3 (iv), zweite Zeile des E.A.)
thy O tmner M (Satz 6.3 (ii))
thn-1 O thYner- i Ot (6.3 (iv), vorletzte Zeile des E.A.)

O tfggT(a,b) (Satz 6.12)

T

Der Euklidische Algorithmus (genauer gesagt sein Beweis) hat uns also so-
zusagen als Bonus die Aussage aus Satz 6.13 (und ihren Beweis) geliefert.
AulRerdem haben wir nun neben der Bestimmung des ggT Uber die Menge
der gemeinsamen Teiler ein weiteres Verfahren zur Verfigung, das beson-
ders fur die Bestimmung des ggT grol3erer Zahlen geeignet ist.

Aber der E.A. liefert noch mehr:

Aus diesem Algorithmus laldt sich eine weitere Charakterisierung des ggT
ableiten.

Bisher haben wir folgende Charakterisierungen kennengelernt:

e der ggT als Maximum der Menge der gemeinsamen Teiler

» der ggT als der gemeinsame Teiler der groRRer ist als alle anderen ge-
meinsamen Teiler

Nachfolgend werden wir anhand des E.A. zeigen, dal3 sich der ggT zweier
Zahlen als Vielfachsumme dieser Zahlen darstellen laf3t. Anschliel3end wer-
den wir die dritte Charakterisierung des ggT beweisen, namlich dal3 der ggT
zweler Zahlen die kleinste Zahl ist, die sich als Vielfachsumme dieser Zahlen
darstellen laft.
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Hierfur betrachten wir die Zahlen 87 und 36:

87 = 2-36+15
36 = 2-15+6
15 =2-6+3
6 =2-3+0

Nach Satz 6.12 gilt: ggT(87,36) = 3.

Geht man jetzt von der vorletzten Zeile aus, so laft sich der ggT(87,36) = 3 folgendermal3en
schreiben:

3 =15-2-6 (1)

Wird nun die vor-vorletzte Zeile umgeformt, so erhélt man folgenden Term fir 6:
6 =36-2-15 (2]

® in @ eingesetzt ergibt:

3 = 15-2- (36 -2 15)
= 15-2-36+4- 15
5. 15 - 2- 36 ©

Nun haben wir uns zur vor-vor-vorletzten Zeile (1. Zeile) vorgearbeitet.
Wird diese umgeformt, erhalt man fur 15:

15 = 87 -2- 36 (4
O in © eingesetzt ergibt:
3 5. (87 -2 36) — 2- 36

= 5-87-10-36-2- 36
5-87-12- 36 e

3 - der ggT(87,36) - wird hier geschrieben als eine Summe von ganzzahli-
gen Vielfachen der Zahlen 87 und 36:

ggT(87,36) =5- 87 + (-12)- 36

Man sagt dazu auch Vielfachsumme oder Linearkombination.

Obiges Verfahren, mit dem man fir beliebige Paare natirlicher Zahlen eine
Darstellung des ggT als Linearkombination erhalt, 1ait sich nattrlich auch
schneller und Ubersichtlicher durchfiihren. Wir schlagen daftr folgende No-
tation vor, die wir an Hand des obigen Beispiels fur den E.A. vorstellen
maochten:

18438 = 2.7350+3738 (= 3738 = 18438 - 2+7350)
7350 = 1.3738+3612 (- 3612 = 7350-1-3738)
3738 = 1-3612 + 126 (- 126 = 3738-1 3612)
3612 = 28-126 + 84 (= 84 = 3612-28126)
126 = 1-84+42 (« 42 = 126-1-84)
84 = 2. 42+0

Nach Satz 6.12 gilt: ggT(18438,7350) =42.
177



Kapitel 6: Division mit Rest, Kongruenzen, Teilbarkeit

Nun |ait sich 42 als Linearkombination von 18438 und 7350 darstellen, in-
dem man jede Zeile des Algorithmus (bis auf die letzte) nach dem jeweiligen
Rest umformt und von unten nach oben die Reste schrittweise durch die
entsprechenden Terme ersetzt.

Wichtig ist dabei nach dem Ersetzen das Auflosen der Klammern mit-

@ tels DIST. Man darf allerdings die erhaltenen Terme nicht vollstandig
ausmultiplizieren, da die jeweiligen Reste fur die weiteren Ersetzungen
erhalten bleiben missen. Bevor man dann die nachste Ersetzung vor-
nimmt, sollte man die vervielfachten Reste immer geeignet zusam-
menfassen, z.B. 1- 15 und 4- 15 zu 5- 15 (vgl. ©).

Auch wenn der/die Leser(in) dieses kleinschrittige Vorgehen vielleicht fur
Ubertrieben héalt, so vermeidet man jedoch so die meisten lastigen Rechen-
fehler, die sich sehr héaufig bei einer schnelleren Vorgehensweise einschlei-
chen. Aus diesem Grunde ist es sinnvoll, sich an folgender EAZ-Regel
(Euklidischer Algorithmus zurtick) zu orientieren:

1. Ersetzen der Reste durch die aus dem E.A. erhaltenen Terme
2. teilweises Ausmultiplizieren
3. Zusammenfassen der vervielfachten Reste

42= 126 -1- 84

E A z
= 126 - 1- (3612 — 28-126) = 126 — 1- 3612 + 28-126 = 29- 126 -

1- 3612

E A z
= 29- (3738 —1-3612) —1- 3612 = 29- 3738 — 29- 3612 —1- 3612 =

29- 3738 - 30- 3612

I m

A Z
29- 3738 — 30- (7350 — 1- 3738) = 29- 3738 — 30- 7350 + 30- 3738 =
59- 3738 — 30- 7350

Im

A z
59- (18438 - 2- 7350) —30- 7350 = 59- 18438 —118- 7350 —30- 3750 =
59- 18438 - 148- 7350

= 59. 18438 + (-148)- 7350

Also: ggT(18438,7350) = 59- 18438 + (-148)- 7350

Man kénnte jetzt vermuten, dafd sich der ggT zweier natirlicher Zahlen a und
b stets derart schreiben laf3t, namlich:

ggT(a,b)=x-a+y-b mit geeigneten x,y[1Z .

Im ersten Beispiel war 5 eine Lésung fur x und —-12 eine firy;
im zweiten Beispiel war 59 eine Losung fur x und -148 eine flr y.

Tatsachlich ist das auch so:
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Satz 6.14

Fur alle a,b0IN existieren x,y(0Z, so dal3 sich der ggT von a und b als
Linearkombination von a und b darstellen Iaf3t.

In Zeichen: Oa,b0IN [X,yOZ: (ggT(a,b) =x- a+y- b)

Beweis:

Ein Ruckblick auf den Euklidischen Algorithmus liefert eine Beweisidee. Im Gegensatz zu
den Beispielen auf den letzten Seiten sollte man hier bei dem Beweis in der ersten Zeile des
E.A. beginnen. Das liegt daran, dal? man im allgemeinen Fall nicht weil3, aus wie vielen
Schritte der E.A. besteht, und man somit nicht bis zu der Darstellung des Restes durch a und
b vordringen kann, wenn man wie bei konkreten Zahlen in der vorletzten Zeile des E.A. be-
ginnt.

Beginnt man aber in der ersten Zeile, so kann man die Zeilen des E.A. sukzessiv nach den
Resten aufldsen und in die nachste Zeile einsetzen. Da in der ersten Zeile a und b vorkom-
men, sind sie in den nachfolgenden Einsetzungen immer mit dabei, so da® man den jeweili-
gen Rest als Linearkombination der beiden ausdriicken kann.

Man lést die 1. Gleichung des E.A. nach r; auf:

a =Qirb+n (1. Zeile des E.A))
= rn=a-q:b
= r=1a+(-01)b
Man erhélt fir r, eine Linearkombination vonaund b mitr;=1-a+ (- qy)- b.
Dann wird entsprechend die zweite Gleichung nach r, aufgeldst:

b =qxri+n (2. Zeile des E.A))
= [ = b - g2' 11

Nun orientiert man sich an der d EAZ-Regel.
Setzt man hier fir r; die oben gewonnene Darstellung ein, so ergibt sich:

= I =b-qx(1l-a+(-qy)-b) (E)
= I =b-0ra+Qgxqi-b (A)
= T2 =(g2)-a+(1+Qg2qy)b (2)

Man erhalt fiir r, somit auch eine Linearkombination von a und b mit:
r2=(=0z)- a+ (1+ 0z 0u)- b

Dieses Verfahren zieht man bis zur letzten Zeile durch und erhalt so eine
Darstellung von r,.1, die nur von a und b abhangig ist:

ggT(a,b) =rpp =xa+yb

Entscheidend fiur diesen Beweis ist, dafl laut Satz Uber Division mit Rest alle
Gleichungen existieren und eindeutig sind.

T

Wir wissen nun, dafd sich der ggT(a,b) als Linearkombination von a und b
darstellen laldt. Man kann diesen Satz jedoch noch weiter verschéarfen:

Satz 6.15

Seien a,blIN, dann ist der ggT von a und b die kleinste nattrliche Zahl, die
sich als Linearkombination von a und b darstellen laft.

In Zeichen: Oa,b0IN: (ggT(a,b) =min ({cOINOc =x- a+y- b mitx,yOZ}))
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Beweis:

Die Idee des Beweises beruht auf der Identitivitat von ,<", die man haufig zum Beweis von
Gleichheitsaussagen benutzt:

Oa,b0N: (asbOb<a O a=bh)

Zu zeigen: (i) ggT(a,b) < min({cOINOc =x-a+y-b mitx,yZ})
(i) min({cOINOc=x-a+y-b mitx,ylZ}) < ggT(a,b)

Seien a,blIN beliebig gewahilt.

(i) Hilfreich ist hier der Satz 6.4 (i). Wenn man zeigen kann, daR die Teilbarkeitsheziehung
gilt, so kann man auf die <-Beziehung schlieRen.
Klar ist, daf3 der ggT(a,b) sowohl a als auch b teilt:

ggT(a,b)Ca OggT(a,b)lb (Satz 6.6 (ii))

Damit teilt der ggT aber auch alle Vielfachen von a und b sowie deren
Summen, also alle Linearkombinationen von a und b:

00 xyOZ: (ggT(a,b)x- a +y- b}) (Satz 6.3 (jii))

Der ggT(a,b) teilt also jede beliebige Linearkombination (,[1x,y(0Z") und
damit insbesondere auch die kleinstmégliche.

O ggT(a,b)min ({cOINOc =x-a+y- b mit x,y(lZ})
O ggT(a,b) <min({cOINOc=x-a+y-b mitx,ydZ}) (Satz6.4(i), min(...)#0)

Damit ist (i) gezeigt.

(i) Da sich nach Satz 6.14 der ggT(a,b) stets als Linearkombination von a
und b darstellen laf3t, folgt (i) sehr schnell, denn der ggT(a,b) ist somit
ein Element der Menge aller Linearkombinationen aus a und b. Das
heil3t aber auch, dal3 er nicht kleiner sein kann, als das kleinste Element
dieser Menge.

[(X,yOZ: (ggT(a,b) =x-a+y-b) (Satz 6.14)
O ggT(a,b) O{clINOc =x- a +y- b mit x,y0Z}

Der ggT ist also ein Element der Menge aller Linearkombinationen. Also
ist er grol3er oder gleich dem kleinsten Element dieser Menge.

O min ({cOINCc = x- a+y- b mit x,y(0Z}) < ggT(a,b) (def. ,min®)
Damit ist (ii) gezeigt.

"<" identitiv

()und (i) O min ({cCINCc = x- a+y- b mit x,y00Z}) = ggT(a,b)
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6.7 Diophantische Gleichungen

Man lasse sich auf folgendes Spiel ein.
Vorgegeben ist ein Zahlenstrahl etwa so:

I I I I A IO B
[
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Eine Spielfigur steht zuerst auf einer bestimmten nattrlichen Zahl, zum Beispiel der
11. Dieses ist das Ausgangsfeld. Das Zielfeld fur die Figur ist eine weitere naturli-
che Zahl, zum Beispiel die 25. Dabei kann man fur das Ziehen der Figur verschie-
dene Varianten vereinbaren. Zwei Beispiele:

1. Die Figur darf 3 oder 10 Schritte nach links oder rechts gezogen werden.

2. Die Figur darf 3 oder 9 Schritte nach links oder rechts gezogen werden.

Als Gewinner(in) kbnnte man beispielsweise denjenigen (diejenige) bestimmen, der
(die) die wenigsten Zluge ben6étigt, um von 11 auf 25 zu kommen.

Denkpause
-

1. Hier gibt es verschiedene Mdglichkeiten, um zum Ziel zu gelangen. Man kann
z.B. zwei Zehnerschritte nach rechts und zwei Dreierschritte nach links ziehen
(das waren 4 Spielziige) oder einen Zehnerschritt nach links und acht Dreier-
schritte nach rechts (9 Spielztge).

2. Es scheint so, als ob man auch nach langem Suchen keine Ldésung finden
konnte.

Nun zur Aufldsung:

Start- und Zielpunkt sind fur die Lésung des Problems irrelevant. Entscheidend ist,
daf3 die Figur 14 Schritte weiterziehen soll. Diese 14 Schritte sollen mit Zehner- und
Dreierschritten vollzogen werden.

Zieht man x-viele Zehnerschritte und y-viele Dreierschritte weiter, so ist man insge-
samt (x- 10 +y- 3)-viele Schritte weitergezogen.

Das bedeutet, dal3 wir Losungen fur x und y der folgende Gleichung suchen:
14 = x- 10 +y- 3 . Dabei gibt x die Anzahl der 10-er Schritte und y die Anzahl der
3-er Schritte an. Da die Schritte in beide Richtungen gezogen werden kdnnen, kon-
nen x und y positiv oder negativ sein. Die positiven Zahlen geben die Schritte nach
rechts und die negativen die nach links an.

Also werden x,y[OZ gesucht mit 14 =10- x+ 3.y,
im 2. Spiel werden dementsprechend x,y[0Z gesucht mit 14 =9- x + 3-y .
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Solche Gleichungen, in denen es mehr als eine Variable gibt, nennt man
Diophantische Gleichungen (nach Diophantos von Alexandria, um
250 n. Chr.). In der Zahlentheorie werden dabei vor allem diophantischen Glei-
chungen der Form a- x+b- y = ¢ (mit a,b0IN und cZ beliebig vorgegeben) auf de-
ren ganzzahlige Losungen fir die Variablen x und y hin untersucht.

Die dem Spiel zugrundeliegende Problemstellung laf3t sich nun wie folgt generali-
sieren:

Wann existieren fur x und y der diophantischen Gleichung a- x + b- y =c ganzzahli-
ge Losungen? Und wie findet man mdgliche Lésungen?

Bekannt ist (Satz 6.14), dafl3 die spezielle diophantische Gleichung:
a- Xx+b-y =ggT(a,b) stets eine Losung besitzt.

Wahlen wir nun cJZ beliebig. Dann gilt:

Satz 6.15

Eine diophantische Gleichung a- x + b-y = ¢ ist genau dann l6sbar, wenn c ein
Vielfaches des ggT(a,b) ist.

In Zeichen: (O(Xo,Yo)OZXZ: ((a- Xo+b-yo=c) = ggT(a,b) Oc)

Zur Bildung von ZxZ vgl. Kreuzprodukt.

Anmerkung:

@ Das Paar (Xo,Yo) wird hier bewul3t mit anderen Variablen bezeichnet als in der
allgemeinen Form a- x + b- y = ¢, da es sich hierbei um eine spezielle Lésung
dieser diophantischen Gleichung handelt. Nahme man erneut (x,y) - was in der
Literatur durchaus so gemacht wird - , kdnnte man meinen, es handele sich
hierbei um die einzige Losung.

Beweis:
W0 ggT(a,b)Ct
0 [kOZ: (ggT(a,b)- k =c) ¢ (Definition ,[¥)
Den ggT kann man auch als Linearkombination von a und b schreiben:
[(X1,y10Z: (a- X + b-y; = ggT(a,b)) (Satz 6.14)
00 x,y10Z: ((@ X1 + b- y1)- k = ggT(a,b): k) (Eigenschaft =)
00 x,y102Z: ((a- x1)- k+ (b- y1)- k = ggT(a,b)- k) (DIST)
O [X,y210Z: (a- (k- x1) + b- (k- y1) = ggT(a,b)- k) (ASS, KOM)
00 x,y10Z: (a- (k- x1) +b- (k- y1) = ¢) (wegen )

Insgesamt gilt also: (k- X3, k- y1) ist eine Loésung von a- x+b-y =c.

Da k, x; und y; ganze Zahlen sind, gilt dies auch fur k- x; und k- y;.
Wir haben somit ein (spezielles) ganzzahliges Losungspaar, namlich
(Xo0,Yo0) = (K- x1,k- x2) (0ZxZ) gefunden.

»1“ Nun kann man davon ausgehen, dal3 a- x + b- y =c eine Losung (Xo,Yo)[ZXZ
hat: a-Xo+b-yo=c 3}
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Weiterhin folgt aus den Eigenschaften des ggT (Satz 6.6):

ggT(a,b)la O ggT(a,b)b (Satz 6.6)
0 ggT(a,b)da: xo+ b- yo (6.5 (Vi)
0 ggT(a,b)k X

L=

Man hat nun ein Kriterium zur Hand, wann eine Diophantische Gleichung losbar ist.
Namlich genau dann, wenn der ggT von a und b ein Teiler von c ist.

Wie bestimmt man nun die Losung (bzw. wie untersucht man die Lésbarkeit) einer
diophantischen Gleichung, wenn diese konkret vorgegeben ist. Kehren wir zuriick
zu unseren beiden Beispielen:

1. Beispiel: 10-x+3-y=14
2. Beispiel: 9-x+3-y=14 £

1. Schritt:

2.Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt;

Um zu testen, ob eine Diophantische Gleichung tberhaupt l6sbar ist,
mufd man folglich den ggT(a,b) bestimmen. Dies geschieht zumeist mit-
tels des Euklidischen Algorithmus (vgl. Unterkapitel 6.6).

Hier erkennt man allerdings sofort: ggT(10,3) =1 und ggT(9,3) =3.

Da 10114 gilt, besitzt <> Lésungen in Z (vgl. Satz 6.15).

Da 3 [14 gilt, besitzt & keine Losung in Z (vgl. Satz 6.15).

Wie in Unterkap. 6.6 erlautert, entwickelt man nun eine Linearkombinati-
on des ggT(a,b), indem man im Euklidischen Algorithmus ,rickwaérts
rechnet".

Man erhalt eine spezielle Losung (Xo,Yo) Mit a- xo +b- yo =ggT(a,b).

Fur das erste Beispiel gilt: 10- 1+ 3-(-3) = 1 (=9ggT(10,3)) .

Man multipliziert die entwickelte Linearkombination mit derjenigen Zahl k,
fur die gilt k- ggT(a,b) =c:

a-Xo+b-yo = ggT(a,b)

0 k- (@a-xo+b-yo) = k-ggT(a,b) (Eigenschaft ,=*)
O a- (Xo- K)+b- (yo- k) = k-9gT(a,b) (DIST, ASS, KOM)
O a (Xo-k)+b-(yor k) =c¢

Dieser Schritt liefert fir 14 eine Linearkombination von 10 und 3 und
damit eine Losung der Gleichung 5.

10-1+3-(-3) = 1
O (10-1)-14 + (3- (-3))-14) =1- 14
0 10-14+3-(-42) =14
Man erhalt mit (k- Xo,k- yo) ein (spezielles) Ldsungspaar der
Gleichung a:- xo+b- yp =c.

FUr unsere Beispielsgleichung ergibt sich das spezielle Losungspaar
(14,-42).
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zu a und welche zu b gehdrt. Hier steht beispielsweise 14 bei 10 und ist daher
eine spezielle Lésung fur x und — 42 ist dementsprechend eine spezielle Lo-
sung fur y. Um Verwechslungen zu vermeiden, bietet es sich an, am Ende des
dritten Schrittes, die Gleichung so umzuformen, dal3 die Zahlen a und b in
derselben Reihenfolge auftauchen wie in der diophantischen Gleichung, so
daR die speziellen Lésungen fir x und y direkt abgelesen werden kénnen.

Weiterhin darf man im vierten Schritt auf keinen Fall schreiben: x =14 und
y =-42, da es fur x und y nicht nur eine, sondern unendlich viele Losungen
gibt. Entweder man bezeichnet die Losung gar nicht mit Variablen (wie wir),
oder man wahlt noch nicht verwendete Variablen zur Bezeichnung (z.B. x; und

Y1)

@g Wichtig ist an dieser Stelle, aufzupassen, welche der beiden Lésungszahlen

Fur unser Spiel am Zahlenstrahl haben wir nun folgende Ergebnisse:

2. Es gibt tatsachlich keine Mdoglichkeit mit Dreier- und Neunerschritten zum Ziel zu
kommen (es liegt nicht daran, daf3 wir nicht lange genug gesucht haben).

1. Wir kommen auf das gewinschte Feld, indem wir 14 Zehnerschritte nach rechts
und 42 Dreierschritte nach links ziehen. Wenn wir so vorgehen missen wir aller-
dings 56 Schritte ziehen. Dies ist zwar eine Losung unseres Problems, aber si-
cherlich nicht diejenige, mit den wenigsten Zugen (... und wir wollen ja gewin-
nen). Wie erhalt man alle Losungen (und wie findet man dann heraus, welches
die mit den wenigsten Zugen ist)?

Um alle Lésungen zu erhalten, benétigen wir folgenden Satz (ohne Beweis), mit
dessen Hilfe man alle Losungen einer diophantischen Gleichung bestimmen kann,
falls man eine spezielle Losung (und zwar irgendeine) schon kennt:

Satz 6.16

Ist (Xo,Yo)UZ X Z LOsung der diophantischen Gleichung, dann gilt:

- _ — b = vp — . i
Die MengeB—{(x,y)Dx—xo+m-t O vy=Yo mt mit t0Z }

umfaldt alle Losungen der diophantischen Gleichung .

Fur unser Beispiel bedeutet dies:
B={(xy)Ox=14+3.t Oy=-42-2.t mitt0zZ}
= {(xy)Ox=14+3-t 0 y=-42-10-t mittHZ}

Man vergewissere sich, dal3 die drei bereits gefundenen Paare (2,-2), (-1,8) und
(14,-42) tatsachlich in der Menge B enthalten sind. (A6)

Schauen wir uns die Menge B nun etwas genauer an, indem wir einige konkrete
Werte fur (x,y) ausrechnen. Wir setzen dabei fir t die Zahlen von -2 bis +2 ein:

B={..(8-22),(11,-32), (14,-42), (17,-52), (20,-62) ... }

Betrachtet man die Lésungen fir x und y getrennt, so erkennt man, dafd sich die
Werte von x von Ldsungspaar zu Lésungspaar jeweils um 3 &ndern, die Werte flr y
jeweils um 10. Weiterhin fallt auf, daR® sich die Werte fir y verringern, wenn sich die
entsprechenden fur x erhéhen und umgekehrt: Von Lésungspaar (8,-22) zu Paar
(11,-32) erhoht sich der x-Wert um 3 und gleichzeitig verringert sich der y-Wert um
10.
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Warum ist das so?
Der Term fir x laf3t sich wie folgt umformen:
X=14+3-1=2+12+3- t =2+ 3(4+t) = 3(4+t) + 2 L J

Hier erkennt man, dal3 x bei Division durch 3 immer den Rest 2 lait (vgl. Divisi-
on mit Rest).

In der Kongruenzschreibweise laf3t sich das wie folgt festhalten:
34+)+2=2 (3)
O Xx=2 (3) (%)

Die Menge aller Losungen dieser Kongruenz kann man nun wie folgt festhalten:
Ly = {x | xO0Z 0O x=2 (3)}

ILx enthalt alle Zahlen, die kongruent 2 modulo 3 sind (das sind unendlich viele).
Sie bilden eine sogenannte Restklasse bezuglich des Moduls 3:

Definition Restklasse

Restklassen sind Mengen von Zahlen, die bei Division durch eine bestimmte
Zahl, denselben Rest lassen.
In Zeichen: [a], := {x|x0Z O x=a (b)}

= {x|x0Z O x=a+k- b}

Die Restklassen sind nichts anderes als die Aquivalenzklassen beziiglich der Kon-
gruenzrelation.

Da die ,=“-Relation eine Aquivalenzrelation ist, zerlegt sie Z vollstandig in
Aquivalenzklassen.

Fur den Modul 3 sieht das beispielsweise so aus: [0]z O [1]s O [2]z =Z , d.h. wenn
man die Menge aller Zahlen, die den Rest O bei Division durch 3 lassen, mit der
Menge aller Zahlen, die den Rest 1 lassen, und mit der Menge aller Zahlen, die den
Rest 2 lassen, vereinigt, erhalt man die Menge aller ganzen Zahlen.

Was kann man fur die Losungen fur y folgern? (A7)

Nun kann man die Losungen fur x und y problemlos errechnen. Doch wie finden wir
nun die Losung mit den wenigsten Zigen?

Halten wir nun erstmal einige Losungen in einer Tabelle fest:

t ..|!6|-5|-4]1-3|-2|-1]0 1 2
X ..|-4|-1fp2 ]| 5|8 |11]|14 |17 | 20
y .. |18 | 8 [ =2 1-12|-22|-32|-42|-52|-62
x(+CyO| ... |22 9 | 4 | 17|30 | 43 | 56 | 69 | 82

In der letzten Zeile ist jeweils die Anzahl der Zige angegeben. Man erkennt, dal3
diese fur t = -4 am kleinsten ist.

Fur t< -6 wachsen sowohl die Werte fur [x[], als auch die Werte fur Oy, so dal3
die Anzahl der Spielziige immer gro3er wird. Dasselbe gilt auch fir t> 2.

Ergebnis: Mit 2 Zehnerschritten nach rechts und 2 Dreierschritten nach links ge-
winnt man auf jeden Fall!
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LOSUNGEN der Arbeitsaufgaben dieses Unterkapitels:

A6

A7

186

2=14+3-t 0 -2=-42-10-t O t=(-12):3 O t=40:(-10) O t=-4
Fir t = -4 erhalt man somit das Losungspaar (2,-2). Da -40Z, gilt (2,-2)0B.
Analog ergibt sich:

Fur t = -5 erhélt man das Lésungspaar (-1,8). Da -502Z, gilt (-1,8)0B.

Fur t =0 (vgl. auch Tabelle) erhalt man das Losungspaar (14,-42). Da 000Z,
gilt (14,-42)0B.

Der Term fur y laf3t sich wie folgt umformen:

y=-42 -10-t=-2-40-10-t=-2+10- (-4-t) = 10- (-4-t)-2 &
Hier erkennt man, daf y kongruent 8 modulo 10 ist:
10C10- (-4-t)
O 10-(-4-t)=0 (10) (Satz 6.11)
O 10-(-4-t)-2 = -2 (10) (2 =2 (10), Subtr. v. Kongr.)
O y = 8 (10) (%, -2 = 8 (10), TRANS =)

Die Menge aller Lésungen dieser Kongruenz kann man nun wie folgt festhal-
ten:

ILy = {y|y0z Oy =8 (10)}
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6.8 Teilbarkeitsregeln und Rechenproben

— Zahlentheorie in der Grundschule

Als kleiner Ausblick erfolgen nun stellvertretend fur eine Vielzahl von An-
wendungen zwei Bereiche aus dem Mathematikunterricht der Grundschule,
in denen die Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt:

— Teilbarkeitsregeln
— Rechenproben

6.8.1 Teilbarkeitsregeln

Teilbarkeitsregeln haben zum Ziel, die Untersuchung von vorgelegten Zahlen
bezuglich ihrer Teilbarkeit zu vereinfachen, indem statt diesen kleinere Zah-
len untersucht werden, die es aufgrund der Regel gestatten, auf die Teilbar-
keit der gréReren Zahl zu schliel3en.

Als einfihrendes Beispiel soll die sogenannte Neunerregel dienen. Dabei
wollen wir keinen streng formalen Beweis (dieser ist in U8 von Kap.5 gefor-
dert) durchfiihren, sondern die Regel mit grundschultypischen Mitteln herlei-
ten. Dazu argumentieren wir im folgenden an der L1 Stellentafel.

Bei der Herleitung einer Teilbarkeitsregel an der Stellentafel versucht man,
die Zahl zu verkleinern, indem man Plattchen wegnimmt oder nach rechts
verschiebt, wo ihnen ein kleinerer Stellenwert zugeordnet wird. Entscheidend
ist dabei jeweils, sicherzustellen, dal3 der Divisionsrest der vorgelegten Zahl
trotz der Veranderung gleichbleibt.

Hier wird die Methode des Verschiebens angewandt:

Eine beliebige Zahl n sei durch Plattchen in der Stellentafel dargestellt.

Was passiert nun, wenn man ein beliebiges Plattchen um eine Spalte nach
rechts verschiebt?

Nun, offensichtlich wird die Zahl kleiner (das freut uns), da das Plattchen in
einer weiter rechts stehenden Spalte einen kleineren Stellenwert hat.

Aber: Andert sich dabei die Teilbarkeit der Zahl durch 9?

Das mussen wir unbedingt ausschlielen, denn sonst haben wir die Zahl
zwar verkleinert, aber die kleinere Zahl hat nicht denselben Neunerrest wie
unsere Ausgangszahl. Wenn sich der Neunerrest beim Verschieben namlich
nicht andern wirde, konnte man von den Zahlen, die man durch das Ver-
schieben erhalt, nicht auf die Ausgangszahl riickschliel3en. D.h. dann erhal-
ten wir so mit Sicherheit keine Teilbarkeitsregel.

Betrachten wir dazu ein konkretes Beispiel:
Die Zahl 3537 soll auf Teilbarkeit durch 9 untersucht werden.
Darstellung in der Stellentafel:

T | v | z | E

000 |ooooo |ooo 00000
00
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Als mdgliche Verschiebungen kommen in Frage:

Von der Tausender- in die Hunderterspalte (T — H), von der Hunderter- in
die Zehnerspalte (H — Z), und von der Zehner- in die Einerspalte (Z - E).

Beginnen wir mit Z — E: Bei einer Verschiebung eines Plattchens von der
Zehner- in die Einerspalte, wird die Zahl um 10 verringert (in der Zehner-
spalte ist ja nun ein Plattchen weniger) und gleichzeitig um 1 erhoht (in der
Einerspalte befindet sich jetzt ein Plattchen mehr), d.h. die in der Stellentafel
dargestellte Zahl wurde um 9 verkleinert. Werden mehrere Plattchen von der
Zehner- in die Einerspalte verschoben, verringert sich die Zahl demnach um
eine Vielfaches von 9.

Bei der Verschiebung H - Z wird die Zahl um 100 verringert und um 10 er-
hoht, d.h. die Zahl verringert sich um 90, bei der Verschiebung mehrerer
Plattchen um ein Vielfaches von 90.

Entsprechend den beiden anderen Verschiebungen wird die Zahl bei T - H
um ein Vielfaches von 900 vermindert.

Was fallt auf?

Die Zahl wird bei jeder Verschiebung von Plattchen nach rechts um ein
Vielfaches von 9 verringert. Da ein Vielfaches von 9 den Neuner-Rest 0 |af3t,
andert sich bei keiner der Verschiebungen der Neuner-Rest, d.h. die nach
der Verschiebung erhaltene Zahl hat denselben Neuner-Rest wie die zu un-
tersuchende Zahl (hier: 3537). Ist die nach der Verschiebung erhaltene Zahl
durch 9 teilbar, dann ist demnach auch 3537 durch 9 teilbar.

Dann mal frohlich ans Verschieben:

3T - 3H: -3000 + 300 =-2700 , d.h. die Zahl wird um 2700 verringert und
wir erhalten in der Hunderterspalte zu den 5 Plattchen 3 hinzu:

T | H | z | E
00000 |000 00000
000 00

8H - 8Z: -800 + 80 =-720, d.h. die Zahl wird um 720 verringert und wir
erhalten in der Zehnerspalte 8 Plattchen hinzu:

T | H | z | E
‘ 00000 [00000

00000 |00
O

11Z - 11E: -110 + 11 = -99, d.h. die Zahl wird um 99 verringert und wir

erhalten in der Einerspalte 11 Plattchen hinzu:

T | H | z | E
00000
00000
00000
000

Nachdem alle moglichen Verschiebungen durchgefuhrt worden sind, liegen 7
+11 =18 Plattchen in der Einer-Spalte - und (das ist das Tolle!) der Neuner-
Rest der erhaltenen Zahl (18 eben) ist derselbe wie der von 3537.

Da 9 ein Teiler von 18 ist, ist demzufolge auch 3537 durch 9 teilbar.
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Was bedeutet das allgemein?

Nachdem alle méglichen Verschiebungen durchgefiihrt worden sind, liegen
alle Plattchen in der Einer-Spalte. Die Anzahl dieser Plattchen entspricht der
Summe der Plattchenanzahlen der zuvor dargestellten Zahl, d.h. der Summe
der Ziffern. In unserem Beispiel liegen am SchluR 3+5+ 3 +7 =18 Platt-
chen in der letzten Spalte. Die Summe der Ziffern einer Zahl nennt man auch
die Quersumme der Zahl (da ,quer”, d.h. beispielsweise von rechts
nach links, addiert wird):

Definition Quersumme

Die Quersumme einer naturlichen Zahl ist die Summe ihrer Ziffern.
Fur die Quersumme von n wird abkirzend Q(n) geschrieben.

In Zeichen:

Sei nlIN in ihrer dekadischen DarstellungEI wie folgt angegeben:

n = ag 10% ... +a;- 10+a mit 0 < a; < 10 fur i0{0,1,2,...,k}

Dann gilt: Q(n) =ap+a;+ax+ ... +ax

Obige Uberlegungen miinden in folgendem Satz:

Teilbarkeitsregel fur 9 (Neunerregel)

Eine (natlrliche) Zahl n ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersum-
me durch 9 teilbar ist.

In Zeichen: 9[h = 9[0(n)

Die an der Stellentafel durchgeflihrten Betrachtungen liefern noch mehr als
eine Teilbarkeitsregel:

Wir haben herausgefunden, dal3 eine natirliche Zahl denselben Neuner-
Rest lal3t wie ihre Quersumme. Damit haben wir einen Zusammenhang ent-
deckt, der Uber die aufgestellte Teilbarkeitsregel hinaeht und wir kbnnen
eine ,Reste-Regel” fur die Division durch 9 formulieren™.

Eine natirliche Zahl n laf3t bei Division durch 9 denselben Rest wie die

Quersumme von n.
In Zeichen: n=Q(n) (9)

An der Stellentafel &3t sich also die Gultigkeit von Teilbarkeitsregeln und
von Reste-Regeln begrinden und veranschaulichen. Dieses Verfahren lafdt
sich so aufbereiten, daf3 auch Grundschiler Einsicht in die Gultigkeit von
Teilbarkeitsregeln gewinnen kénnen.

Eine mathematisch ,wasserdichte” Begriindung der Allgemeingultigkeit der-
artiger Regeln Uber die Stellentafel ist wesentlich aufwendiger, da man zei-
gen mul3, dal3 die Regeln fiur beliebige Zahlen zutreffen. Der/die Leser(in)
versuche sich an U8 und U9 aus Kapitel 5. Bei den Aufgaben sollte eine all-
gemeingultige Herleitung im Vordergrund stehen, wéhrend in diesem Unter-
kapitel der Schwerpunkt auf der Idee und die Einsicht in die Gultigkeit von
Teilbarkeitsregeln liegt.

45

vgl. Satz 5.1
46

Natirlich kénnte man diese Regel auch mit Hilfe der Division mit Rest notieren. Kiirzer und besser
zu handhaben ist jedoch eine Formulierung in der Kongruenzschreibweise (vgl. Satz 6.11).
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Die Herleitung von Teilbarkeitsregeln (und Reste-Regeln) anhand Betrach-
tungen an der Stellentafel sind zwar anschaulich, aber eine korrekte Begrin-
dung ihrer Allgemeingultigkeit ist recht aufwendig. Mit Hilfe der Kongruenz-
schreibweise lassen sich Teilbarkeitsregeln fiir jede beliebige Zahl entwik-
keln und beweisen.

Dazu geht man von einer beliebigen Zahl n aus und stellt diese in ihrer
Dezimaldarstellung dar:

n = ag- 10k + ag-1- 10k_l + ... +ar 101 + Qg
mit a;JINo und 0 < a; < 10 fur i0{0,1,2,....k} und ax # 0 (vgl. Satz 5.1)

FUr eine derart dargestellte Zahl kann nun eine Teilbarkeitsregel aufgestellt
werden. Wir werden im folgenden die Teilbarkeitsregel fir 9 auch auf diesem
Weg entwickeln:

Dazu versuchen wir, die 10er-Potenzen, die in der Dezimaldarstellung von n
auftreten, durch kleinere Zahlen, die denselben Neuner-Rest haben zu er-
setzen (dies entspricht einem Verschieben der Plattchen).

Es qgilt:
10=1 (9 (10=1-9+1)
O 10'=1%(9) O 10°=1%(9) O ... O 10¥=1%(9) (Potenz. b. Kongr.)

O 10'=1(9) 0 10°=1(9) O .. O 10=1(9) =

Nun lassen sich nach Satz 6.10 (iii) diese Kongruenzen mit den (wegen REFL =" gel-
tenden) Kongruenzen a; =a; (9) 0 a, =a, (9) O... O ax = a, (9) multiplizieren:

O ap;-10'=a; (9) O ax 10°=a, (9) O ... O ac 10*=ay (9) kel

Wegen REFL =" gilt aul3erdem: ap = ag (9) @

Nun kénnen wir nach Satz 6.10 (i) alle aufgestellten Kongruenzen addieren:
kol

ac 108+ a1 10+ ... +a;- 100 +ag = ag+aws+...+ar+ao (9)
O n = Q(n) (9)
aus dieser Reste-Regel ergibt sich: 9[h = 9[Q(n)

Damit haben wir die oben an der Stellentafel hergeleitete Teilbarkeitsregel
auch tUber Kongruenzen bewiesen.

Neben der Quersumme gibt es auch die sogenannte alternierende
Quersumme (alternieren bedeutet abwechseln), bei der die Ziffern ab-
wechselnd addiert und subtrahiert werden:

Definition alternierende Quersumme

Sei nlIN in ihrer dekadischen Darstellung wie folgt angegeben:
n = ag 10% ... +a;- 10+a mit 0 < a; < 10 fur i0{0,1,2,...,k}
Dann heit Q'(n) = ao+ (—a;) +az + (-ag) + ... +(-1)* ax

die alternierende Quersumme dieser Zahl.

Diese Zeile gibt die Verschiebungen Z . E, H - E usf. wieder.

Wenn man ein Plattchen verschiebt, kann man auch mehrere verschieben ...

Die Plattchen in der Einerspalte werden nicht verschoben (aber berticksichtigt).

Die Summe auf der rechten Seite der Kongruenz gibt die Anzahl aller Plattchen wieder.
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Die alternierende Quersumme bildet die Grundlage weiterer Teilbarkeitsre-
geln. Beispielsweise die Teilbarkeitsregel fur 11 a1t sich mit Hilfe der alter-
nierenden Quersumme formulieren:

Teilbarkeitsregel fur 11 (Elferregel)

Eine (natlirliche) Zahl n ist genau dann durch 11 teilbar, wenn ihre
alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.

In Zeichen: 11[h - 11[0Q’(n)

Entsprechend zur Neunerregel 143t sich auch eine Reste-Regel flr die Divi-
sion durch 11 formulieren:

Eine natirliche Zahl n laRt bei Division durch 11 denselben Rest wie die
Quersumme von n.

In Zeichen: n=Q’(n) (11)

Den Beweis fiihre der/die Leser(in) selbst (U20).

Bemerkung: Meist wird mit Hilfe von Kongruenzen die Reste-Regel gezeigt.
Aus der Reste-Regel folgt dann sofort die Teilbarkeitsregel.

Auf der Suche nach einer Teilbarkeitsregel fiir 4 stoRen wir auf diese AulRe-
rung eines (Schulbuch-)Schiilers.

Max Schlaumeier behauptet:
» Wenn Du " ne grof3e Zahl hast und Du weif¥ nicht, ob da die 4 reinpal3t, dann
brauchste nur die letzten beiden Ziffern anzugucken - und schon weif3t Du’'s.”

Wie kann man nachprifen, ob Max Schlaumeier seinen Namen zu recht tragt?

Untersuchen wir (wiederum) eine beliebige naturliche Zahl n.
n=ag 10+ aey- 101 + ... +a;- 10' + a9
mit a;JINo und 0 < a; < 10 fur i0{0,1,2,....k} und ax # 0 (vgl. Satz 5.1)

Man betrachtet die Reste der Zehnerpotenzen bei Division durch 4:
10 =2 (4)
Das bedeutet, jede 10 in der obigen Darstellung von n laf3t sich durch 2 er-

setzen (genauer: 10? durch 22 usw.). Das macht die Zahl ganz schoén viel
kleiner, aber es gibt noch bessere Ersetzungen der Zehnerpotenzen:

10° =0 (4) (denn 4100 bzw. 100 = 25. 4 +0)

Jetzt kdnnen wir unsere Suche abbrechen, denn etwas Besseres kann uns
gar nicht passieren: Wenn sich (wie wir gleich zeigen werden) auch die
nachsten Zehnerpotenzen durch Nullen ersetzen lassen, wird unsere Aus-
gangszahl stark verkleinert.

10° =0 (4)
O 10' =0 (4) firallei=2 (Mult. mit 10 = 10 (4), Satz 6.10 (iii))
O & 10' = a-0(4) furallei=2 (Mult. mit a; = a; (4), Satz 6.10 (i)

0 a-10°=0(4) Oas 10°=0(4) O .. O ac 10 =0 (4) firk=>2
Weiterhin gilt wegen REFL ,=“: ap=ap(4) und ai- 10! =a;- 10° (4)
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Nun kénnen wir nach Satz 6.10 (i) alle aufgestellten Kongruenzen addieren:
ac 10" +a,1- 10+ . +a;- 100 +ay  =as- 101 +a, (4)

O n =a; 10"+ ap (4)

Was fiir eine Zahl wird durch a;- 10" + ag dargestellt?
a;- 10' +ap =ay- 10" + ag- 10° entspricht (a; ap)10, d.h. der Zahl a; ap im uns
vertrauten Zehnersystem (vgl. Unterkap. 5.3).

Folglich hangt der Rest einer natiurlichen Zahl bei Division durch 4 aus-
schlie3lich von den letzten beiden Ziffern der Zahl ab, genauergesagt von
der Zahl, die durch die beiden letzten Ziffern dargestellt wird.

Wir haben somit eine Teilbarkeitsregel fir 4 hergeleitet:

Teilbarkeitsregel fur 4

Eine (natirliche) Zahl n ist genau dann durch 4 teilbar, wenn die durch ihre
letzten beiden Ziffern dargestellte Zahl durch 4 teilbar ist.

In Zeichen:

Sei nlIN in ihrer dekadischen Darstellung wie folgt angegeben:

n = ag 10% ... +a;- 10+a mit 0 < a; < 10 fur i0{0,1,2,...,k}

Dann gilt: 4[h = 40aiao

Dies ist eine sogenannte Endstellenregel, dadie Teilbarkeit der Zahl
von ihren letzten Stellen abhéangt. Es gibt auch Endstellenregeln, bei der es
ausschlie3lich auf die letzte Zahl ankommt, bei anderen mul3 die Zahl, die
durch die letzten drei Ziffern dargestellt wird, untersucht werden usw.

Entsprechend zur Neunerregel laf3t sich auch eine ,Reste-Reqgel” fir die Di-
vision durch 4 formulieren:

Eine natirliche Zahl n &Rt bei Division durch 4 denselben Rest wie die Zahl,
die durch ihre letzten beiden Ziffern dargestellt wird.

In Zeichen: n=ajag (4)

Tatsachlich tragt Max Schlaumeier seinen Namen nicht ohne Grund.

Wie findet man, wenn kein Max Schlaumeier als Muse zur Verfligung steht,
den Ansatz zu der Herleitung einer Teilbarkeitsregel?

Wir suchen eine Teilbarkeitsregel fur t. Gegeben ist die Zahl n (gahn!) in ih-
rer Dezimaldarstellung:

Die Grof3e von n héangt entscheidend von den 10er-Potenzen ab. Schén wé-
re, man konnte statt der 10er-Potenzen jeweils eine 1 oder eine -1 schrei-
ben und die Teilbarkeit durch t wiirde dadurch nicht beeinfluf3t - die nun zu
betrachtende Zahl ware viel kleiner, da nur noch die Ziffern addiert, bzw.
subtrahiert wiirden (man erhielte eine Quersummenregel oder eine alternie-
rende Quersummenregel).

Als besonders fein erweist es sich, wenn man fir alle oder zumindest einige
der 10er-Potenzen eine 0 schreiben kann, ohne die Teilbarkeit durch t zu
beeinflussen: Dann ist ein groRer Teil der Summe Null, und die noch auf
Teilbarkeit durch t zu betrachtende Zahl ist wesentlich kleiner.
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Die 10er-Potenzen lassen sich nur ersetzen, ohne dal3 sich die Teilbarkeit
der Zahl durch t verandert, wenn sie denselben Rest lassen wie die sie er-
setzenden Nullen oder Einsen (oder auch anderer Zahlen). Um herauszufin-
den, ob eine der Mdglichkeiten in Betracht kommt, wird untersucht, zu wel-
chen Zahlen die 10er-Potenzen kongruent (restgleich) modulo t sind.

Wir wissen nicht, was Max Schlaumeier empfiehlt.
Wir empfehlen U20.

6.8.2 Rechenproben

Aus den Teilbarkeitsregeln fr 9 und fir 11 lassen sich Rechenproben ab-
leiten, mit denen man die Richtigkeit bestimmter Rechnungen Uberprifen
kann. Dies kénnte man im vierten Schuljahr thematisieren - leider wird das
allzuselten gemacht.

Fur die Summe und das Produkt von Quersummen gilt:

.Neunerprobe*®

Fir a,bdN gilt: (i) Q(a+b) =Q(a)+Q(b) (9)
(i) Q(a- b) =Q(a): Q(b) (9)

Beweis:

zu (i):

Es gilt: atb =Q(atb) (9) & (Neunerregel, a+bOIN)
Aus a =Q(a) (9)

und b =Q(b) (9) (Neunerregel)

folgt a+b =Q(a) + Q(b) (9) ee (Satz 6.10 (i)

Aus ¢ und & folgt mit TRANS = Q(atb) =Q(a) + Q(b) (9)
T

Der Beweis von (ii) lauft vollig analog, da hier nur das ,+“ Zeichen durch das
. - Zeichen ersetzt werden muf3, und statt Satz 6.10 (i) wird Satz 6.10 (iii) zur
Begriindung herangezogen.

Wenn die Neunerprobe in der Grundschule
behandelt wird, dann wird den Schu-
ler(innen) meist nebenstehendes Diagramm
(bzw. ein entsprechendes fir (ii)) an die
Hand gegeben, in das sie beim Erstellen
der einzelnen Quersummen ihre Zwischen-
ergebnisse eintragen kénnen.

Q(a)+Q(b)

Beispiele zu Rechenprobe (i):
Stimmt folgende Rechnung? 1731 + 2436 = 3167

Um die Rechnung zu prifen, bildet man die Quersummen von 1731, 2436
und 3167:
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Q(1731) =12, Q(2436) =15 und Q(3167) =17
Gilt nun Q(1731) + Q(2436) = Q(3167) (9) ?
12 +15=17 (9) qilt nicht,da 27 =3-9+0, aber 17=1-9+8

Da die Quersummen nicht kongruent modulo 9 sind, ist das Ergebnis der
Addition mit Sicherheit falsch.

Stimmt folgende Rechnung?
1731 + 2436 = 4167

Q(4167)

Gilt Q(1731) + Q(2436) = Q(4167) (9) ? Q(1731) Q(2436)
12+15=18 (9) - 27=18 (9) gilt,
da 927-18 Q(1731)+Q(2436)

Das Ergebnis der Addition ist damit wahrscheinlich richtig.

Daraus, daf’ die Quersummen kongruent sind, 143t sich leider nicht fol-
gern, daf3 die Rechnung auf jeden Fall richtig sein muB.&s ist lediglich
wahrscheinlicher, daf} sie richtig ist, als dal} sie falsch ist.

Ein weiteres Beispiel: 1731 + 2436 = 4176

Die Rechnung stimmt offensichtlich nicht, dennoch gilt:

Q(1731) + Q(2436) = Q(4176) (9)

Die Vertauschung der Ziffern in der Ergebniszahl verandert zwar die Zahl,
nicht aber deren Quersumme.

Das richtige Ergebnis der Addition unterscheidet sich von dem falschen um
9. Hier liegt der Grund daftr, warum der Fehler nicht von der Neunerprobe
aufgedeckt wird:

Immer dann, wenn sich das falsche Ergebnis um ein Vielfaches von 9 von
dem richtigen Ergebnis unterscheidet, kann die Neunerprobe den Fehler
nicht finden.

Eine groRere Sicherheit bei der Uberpriifung von Rechnungen erhélt man,
wenn zuséatzlich noch eine zweite Rechenprobe angewandt wird:

Die sogenannte Elferprobe lalt sich aus der Elferregel herleiten und ihre
Anwendung funktioniert ganz genauso wie die Neunerregel:

.Elferprobe”

Fir a,bdIN gilt: (i) Q(a+b) =Q(a)+Q(b) (11)
(i) Q(a- b) =Q(a)- Q(b) (11)

Der Beweis verlauft wie bei der Neunerprobe, so dald hier auf ihn verzichtet
werden kann.

Auch wenn beide Proben stimmen, kann nicht auf die Gultigkeit der jeweili-
gen Addition oder Multiplikation geschlossen werden. Wenn jedoch auch nur
eine von ihnen nicht stimmt, ist das Ergebnis auf jeden Fall falsch.

L Alles, was lediglich wahrscheinlich ist, ist wahrscheinlich falsch.” (Descartes)
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6.9 Ubungsaufgaben

Ul
a) Bestimme die folgenden Teilermengen:
(i) T(48) (i) T(90) (iii) T(36)
b) Gibt es eine Zahl n, fur die gilt: T(48) n T(36) = T(n)?
U2
Man betrachte die Aussage alb O alt [0 alb-c
a) Ist diese Aussage in Z gultig? (mit Beweis!)
b) Wann gilt die Aussage in INg?
U3
Beweise oder widerlege (durch ein konkretes Gegenbeispiel) die folgenden
Aussagen. Hierbei seien a,b,clIN.
a)alb+c O alb 0O alt
b)alb O alt O alb+c
c) alb+c Oalb O alt
d)alb Ocld O aclbd
e)alb Oalt O albc
fyalbc O alb Oalt
u4
Beweise die Aussage von Satz 6.3 (iii): alb O alt O alm-b+n-c
durch Verwendung der Definition Teilbarkeit

U5
a) Erstelle die Hasse-Teiler-Diagramme fur (i) T(48) (i) T(56) (iii) T(225).
[Tip: Die Primfaktorzerlegung der jeweiligen Zahlen leistet sowohl bei der

Bestimmung der Teilermengen, als auch bei der Erstellung der Diagram-
me gute Dienste.]

b) Gib fur die folgenden Hasse-Teiler-Diagramme jeweils zwei verschiedene
Beschriftungen an:

| 5 &

(i) (ii) (iii) (iv)
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c) Warum sind solche Diagramme fir die Darstellung von Teilermengen nur
bedingt geeignet?

d) Bestimme den ggT(45,75), indem Du die Hasse-Diagramme von T(45)
und T(75) Ubereinanderzeichnest.
Wie lafst sich dementsprechend der ggT(48,56) bestimmen? Versuche,
das Verfahren anschaulich zu beschreiben.
Wie kann man bei der kgV-Bestimmung vorgehen? Bestimme kgV(9,25).

U6
Beweise mit Vollstandiger Induktion iiber n:  2B" -1

(Weitere Beweise von Teilbarkeitsaussagen uber Vollstandige Induktion findet man in U9
und U11 von Kap. 5)

u7
Zeige, dal3 folgende Aussage fur alle a,b,clIN gilt:
alb-c OggT(a,b)=1 O alt

us

Zeige, dal3 folgende Aussage fur alle a,b,nIN gilt:

a=b(n) O ggT(a,n)=9gT(b,n)

Gilt auch die Umkehrung?

U9

a) Sei a Teiler von b. Zeige, dal3 es dann auch eine Zahl gibt, die sich mit a
multiplikativ zu b ,erganzt‘. Begrinde, warum diese Zahl der Komple-
mentarteiler von a bzgl. b genannt wird.

b) Sei nIN eine nattrliche Zahl, bei der die Summe ihrer Teiler 2n betragt.
Die Teiler von n seien wie folgt bezeichnet:
1,t, ..., tk,n mtlsti <t <...<tc <n

1

. - 1 1
Zeige mit Hilfe vona): 1+ — + ...+ —+—=2
ty t, n

U10
a) Bestimme mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus:
i) ggT (360, 945) i) ggT(6765, 4181)

b) Lose folgende diophantische Gleichung mittels des Euklidischen Algo-
rithmus: 364x + 442y =52

U11
Zeige auf zwei verschiedene Arten, daf3 fur alle allIN gilt: 5(R°-a

Ui12
Hat bOIN den Sechserrest r, so hat auch b2 den Sechserrest .

ui13

a) Warum kann es keine Quadratzahl geben, die bei Division durch 3 den
Rest 2 |aRt? Betrachte dazu die moéglichen Reste einer Zahl alJIN bei Divi-
sion durch 3 sowie die entsprechenden Reste der dazugehdrigen Qua-
dratzahl.

b) Welche Reste kdnnen Quadratzahlen bei Division durch 8 lassen?
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U14

Beweise oder widerlege die beiden folgenden Aussagen:
a) 5(a°+b”® 0 50a 050

b) 7a°+b® O 70a O70b

U15
Beweise mit Hilfe der Division mit Rest, daf3 fur alle nIN gilt: 3Ch(n+1)(n+2)
U16

Zeige: Bei zwei beliebigen nattrlichen Zahlen a und b ist (wenigstens) eine
der Zahlen a, b, a+b oder a-b durch 3 teilbar.

u17
a) Welchen Rest lafdt 5°"* bei Division durch 12?

[Tip: Hierbei kann man ausnutzen, daf3 gilt: 25 =1 (12) sowie 1" = 1 for
alle nJIN .]

b) Welchen Rest lal3t 175678 bei Division durch 16?

c) Welchen Rest laRt 3838 +3: 1414 bei Division durch 127

d) Auf welche beiden Ziffern endet 7°%im Zehnersystem?
e) Wie lautet die Endziffer der Zahl 2% im Sechsersystem?

U18
a) Bestimme die Losungsmenge folgender linearer Kongruenzen:
() 11x=31 (7) (i) 4x+7=6x+3 (9)

b) Bei einer Kontrollkamera muf3 der Filmwechsel alle 7 Stunden vorgenom-
men werden. An einem Montag wird um 9 Uhr morgens eine Film einge-
legt. Wann wird zum ersten Mal danach der Filmwechsel mittags um 12
Uhr erfolgen?

[LOse mit Hilfe einer linearen Kongruenz.]

c) Eine Bankrauberbande braucht zum Graben eines Tunnels mit allen Pau-
sen etc. 174 Stunden. Nach ausreichenden Beobachtungen haben sie
festgestellt, daR man zum Auspliindern der Bank 4 Stunden braucht. Um
6 Uhr wollen sie die Bank verlassen.

Wann mussen sie mit dem Graben beginnen?

U19
a) Beweise oder widerlege: a’=b? (m) O a=b(m)
b) Gilt die Ruckrichtung?

U20
a) Beweise die in Unterkapitel 6.8 aufgestellte Teilbarkeitsregel fur 11.

b) Uberpriife 93 645 255 und 563 200 223 auf Teilbarkeit durch 11 mit Hilfe
der unter a) aufgestellten Regel.

u21
a) Uberpriife die Richtigkeit der folgender Rechnungen unter Zuhilfenahme
der Neunerprobe (mit Begrindung):
(i) 237- 428 =992724 (i) 265524:812 =317
b) Bestimme die fehlende Ziffer in der Gleichung 4123- 326 = 1 34? 098.
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022
Beweise die Aussage (iv) des Satzes 6.10 mittels Vollstadndiger Induktion
Uber n.

Zusatzaufgabe 1

Vor langer Zeit gab es einmal einen Konig, der jedes Jahr an seinem Ge-
burtstag mit einer edlen Geste einigen seiner Gefangenen die Freiheit
schenkte. Um jedoch nicht willkirlich diese Gefangenen auswahlen zu mus-
sen, fand an jenen Tagen folgendes Ritual statt:

Seine n-vielen Warter gingen nacheinander und der Reihe nach an den Zel-
len vorbei. Dabei 6ffnete der erste Warter jede Zellentur, der zweite ver-
schlof3 jede zweite Tir, der dritte &nderte den Zustand jeder dritten Zellentir
(d.h. offene Tiren wurden verschlossen, verschlossene wieder geotffnet) und
so fort, bis der n-te Warter sich schlief3lich jede n-te Zellentlir vornahm.
Denjenigen Gefangenen, deren Zellentir am Ende nicht verschlossen war,
erliel3 der Konig den Rest ihrer Strafe. Um allen Gefangenen eine gleiche
Chance zu bieten, durften diese sich vor der ganzen Prozedur eine Zelle
aussuchen. Die Frage, die alle Gefangenen also wahrend eines ganzen Jah-
res beschéftigte, war: Gibt es Zellen, die die Freiheit garantieren?

Versetze Dich einmal in folgende Situation: Du sitzt in der Zelle mit der
Nummer a. Im Moment ist der Warter mit der Nummer b unterwegs. In wel-
chem Fall wird dieser Warter sich an Deiner Ture zu schaffen machen?

uUnd weiter: Alle Warter sind durch. Falls Du frei bist, wie viele Warter waren
dann an Deiner TUr, wie viele, wenn Du ein weiteres Jahr ,sitzt"?

Spiele die Prozedur beispielhaft fur die ersten zehn Zellen durch (Spezialisie-
ren). Welche Zellen haben die ,Tur zur Freiheit“?

Fallt Dir irgend etwas auf?

Versuche nun, ein Kriterium zu formulieren, das die Zelle Nr. a zu einer der
begehrten Zellen macht (Generalisieren). Kannst Du nachvollziehbar be-
grinden, warum ausgerechnet diese Zellen am Ende geotffnet sind?

Zusatzaufgabe 2

Eine Bauerin wird auf dem Weg zum Markt von einem vorbeifahrenden hu-
penden Lkw derart erschreckt, dal3 sie ihren Korb mit Eiern fallen laRt. Da
kommt Herr Konig von der Homberg-Monheimer vorbei und beruhigt die vol-
lig aufgeléste Frau: ,Den Schaden Ubernimmt doch die Eiertransportversi-
cherung, die ich ihnen erst gestern verkauft habe! Ich muf3 lediglich wissen,
wie viele Eier zu Bruch gegangen sind.”

.Ich weild nicht mehr, wie viele Eier ich dabei hatte,” erwidert die Frau, ,ich
weild nur noch, dal3 beim Zahlen zu zweien, zu dreien, zu vieren, zu flnfen
und zu sechsen jeweils genau ein Ei Ubrig blieb und dafd ich weniger als
hundert Eier bei mir trug.” ,Das reicht leider nicht,” meint Herr Konig, ,ich
muld es genau wissen!” Darauf die Frau: ,Aber Herr Konig! Das werden Sie
sich doch tberlegen kbnnen?!”

Ist es moglich, die Anzahl der zu Bruch gegangenen Eier eindeutig zu be-
stimmen?
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